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Metrikus tér, normalt tér és skalarszorzat tér
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. Metrikat definialnak-e R-en az alabbi fiiggvények:

(a) d(z,y) =| 2| =yl |

(b) d(z,y) = V/]x -y

(c) d(z,y) = |arctgz — arctgy|
Metrikat definidlnak-e R%-en az alabbi fiiggvények? x = (21, 72) és vy = (y1,42).

(a) d([E,y) - max(|x1 - y1| ) |[L‘2 - 92‘)7

(b) d(l‘ay) = min(’% - ?/1| ) |$2 - y2|),

Tekintsiik IR* -ben az alabbi norméat, ahol a, belR rogzitett szamok:
2 2
ry

x| = a—; + b_22’ x = (11, 19)elR?.

Igazoljuk, hogy ez valoban norma. Rajzoljuk fel az egységkdrt.

(Pitagorasz tétel "megforditva") Adott egy H Hilbert tér, benne két elem, x, ye H. Tegyiik fel,
hogy ||z + y||* = ||z||* + ||y||*. igazoljuk, hogy ekkor z és y ortogonalisak.

(2015. Zh feladat) Legyen V a 3 x 2 dimenziés méatrixok tere. Igazoljuk, hogy ebben a vektor-

térben valéban normat definial az alabbi képlet:

11 Q12

|A] == I:nla2X3(]ai1| + |as|), A= ay axn eIR3*2.

i

a31 @32

(2015. Javito-Zh feladat) Legyen V a 2 x 4 dimenzios méatrixok tere. Igazoljuk, hogy ebben a

vektortérben valéban normat definial az alabbi képlet:

11 a2 @13 Aaiq
| Al = ig%§4(|ali| + |agl), A= eIR?*4,

Qg1 Q22 GA23 0G24
(2016. Zh feladat) Normat definidlnak-e R?-en az alabbi fiiggvények? Igazolja.

1@yl ={lz[+51yl [, @ ylle=[lzl =5y,  (z,y)eR"

Norma esetén tovabbi kérdések:



(a) Milyen metrikat indukal?

(b) Vazolja fel az origd kozepii egység sugari kort.

N8. Tekintsiik a [0, 1] intervallumon értelmezett folytonosan differencialhaté fiiggvények C[0, 1] terét.

Az alabbi kifejezések koziil melyek lesznek normak ezen a vektortien?

(a) Ni(f) = max |f(z)],

z€[0,1]
(b) Na(f) = max |f/ ()],
(¢) N3(f) = max |f(2)] + max |f/ ()],

(d) Na(f) = [f(0)] + maxge | f'(2)]-

N9. Az ¢! sorozattérben tekintsiik azokat a sorozatokat, melyekben csak véges sok 0-t6l kiilonboze
tag van. Igazoljuk, hogy ezek stirtin vannak ¢*-ben. Mi kovetkezik ebbél?

(+ Kérdés: Vajon ¢*-ben is igaz-e ez?)

N10. (2012. Zh feladat) Tekintsiik az alabbi sorozat teret:

H={(z,) | > x3(1+n%) < oo}.

(a) Igazoljuk, hogy ezen a téren skalarszorzat lesz: (x,y)y := Z Ty (1 + n?).
n=1

(b) Tgazoljuk, hogy H C (2.

(c) Tgazoljuk, hogy a fenti skalarszorzattal indukalt normara: ||z||g > ||x||2, ha xeH.
Topolégia metrikus terekben

T1. Legyenek (N,dy) metrikus tér, A C N nyilt halmaz. Legyen aeA tetszéleges. Igazoljuk, hogy
A\ {a} is nyilt.

T2. Legyenek f,, feCla,b]. Igazoljuk, hogy ha f, — f a |||

|-|[{-norma szerint is. Igaz-e ez forditva?

max-Rorma szerint, akkor f, — f az

T3. Az X halmazon a d(x,y) diszkrét metrikat tekintjiik. Igazoljuk, hogy (X, d) pontosan akkor

szeparabilis, ha X megszamlalhat6é elemszama halmaz.
T4. Legyen K véges elemszami halmaz valamely metrikus térben. Igazoljuk, hogy kompakt.

T5. (+) Legyen (X, d) egy kompakt metrikus tér,és legyen {U; : iel} az X egy nyilt fedése. Igazol-
juk, hogy van olyan r > 0 szam, hogy barmely zeX esetén a B,.(z) gdbmb benne van valamelyik

U; halmazban.



T6. (+) Legyen X = (0,1) U {2} a szadmegyenes egy részhalmaza a szokasos d(z,y) = |r —y|
metrikaval ellatva. A (0,1), (0,1) U {2}, {2}, (0, 3] halmazok koziil melyek nyiltak, illetve

zartak az (X, d) metrikus térben?
T7. (2016. Zh feladat) Legyen E C R, E # (), nullmérteéki halmaz (azaz m(E) = 0).
(a) Tgazoljuk, hogy nincs belss pontja (azaz int (E) = ().

(b) Lehet-e F nyilt? Ha igen, adjon példat.

(c) Lehet-e F zart? Ha igen, adjon példat.
Folytonos fiiggvények metrikus terekben

F1. Legyenek (N, dy) és (M, dys) metrikus terek, f: N — M folytonos fiiggvény. Igazoljuk, hogy

(a) ha G C M nyilt, akkor f~'(G) C N is nyilt.
(b) ha K C N kompakt, akkor f(K) C M is kompakt.
F2. Tekintsiik a Dirichlet fiiggvényt:

1 ha « racionalis,

fx) =

0 ha =« irracionélis.
Most kétféleképp fogunk ranézni:

(a) f:]0,1] — IR kozonséges valos fiiggvény.
(b) Az M = [0,1] alaptéren a diszkrét metrikat értelmezve, f : (M,d) — IR metrikus terek

kozti leképezés.

Folytonos-e f a kétféle nézépontbol?

Mérték. Mérhetdség

M1. Tekintsiik a valos szamoknak az alabbi részhalmazat, a szokisos euklideszi metrika mellett

(ahol tehat d(z,y) = |z — y|):
H={z=2 : keN, 1<;j<2t}.
(a) Ez a halmaz nyilt? Zart? Kompakt?

(b) Tekintsiik R-en a Lebesgue-mérheté halmazokat ill. a Lebesgue mértéket. Mérhets-e H?

Ha igen, mennyi a mértéke?



M2. Legyen E C IR nullmértékd halmaz. Igazoljuk, hogy nincs belsé pontja.
M3. Legyen H = {x = Z—?\/ﬁ : p < qeIN}. Vajon mérheté-e? Ha igen, mennyi a mértéke?
q

M4. Vegyiik a kovetkez6 specidlis mérhets teret: Adott egy legalabb két elemt halmaz X, a mérhetd
halmazok pedig R = {(), X}. Milyen f: X — IR fliggvények lesznek mérhetSk?

Lebesgue integral. Lebesgue terek

L1. Konvergéal-e £1(0,1)-ben az alabbi fiiggvénysorozat:

folz) = L neN.

N

L2. (+) (Markov-egyenl6tlenség) Legyen f : IR — IR" integrdlhato nemnegativ fiiggvény. Bizo-
nyitsuk be, hogy Vc > 0 esetén

m({z: f(z) >c}) < / f dm,

L3. (4) Legyen gn(z) = zn ' és f, = Mennyi (pontonkénti hatarértéket tekintve):

[Igallx n||1

1 1
lim fn =" / lim f, =7
0 0

n—o0 n—o0

Mit tapasztalhatunk? Miért nem alkalmazhaté6 a monoton konvergencia-tétel? Miért nem

alkalmazhat6 a dominélt konvergencia-tétel?

1 1
L4. (+) (Holder egyenldtlenség) Hap > 1és —+— = 1, akkor feLP(X) és geLY(X) esetén fgeL'(X),
P q
tovabba

/ Foldz < 1£1, lgll,
X

Igazoljuk ezt p = ¢ = 2 esetén.



