Computer controlled systems
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Feladattipusok

két fiiggvény konvolucioja

i+ ay+by = e, y(0), y(0) tipusi kezdetiérték feladatok megoldasa (Laplace transzformacioval)
parcialis tortekre bontas (Laplace transzformaciobol adodo racionalis tortfiiggvények miatt)

J + ay + by = u(t)-al megadott rendszerek atviteli fiiggvényének (H(s)) kiszamitasa

& = Az, x(0) tipust kezdetiérték feladatok megoldéasa Laplace transzformacioval

allapottérmodellel megadott rendszer (& = Az + Bu, y = Cx) atviteli fliggvényének (H(s)) kisza-
mitésa

allapottérmodell megoldésa adott bemeneti fliggvények és adott kezdetiérték feltételek mellett —
impulzusvalasz (h(t)), egységugrasra adott valasz (dtmeneti fliggvény — step response, v(t)) kisza-
mitasa

1. Laplace transformation

Definition 1. The Laplace transform of a signal f(t) is denoted by F(s), s € C and it is defined as
follows:

[F<s> — £{f(t).5) = / h f(t)e‘”tdt] (1)

Due to the fact that the integral operator is linear, the Laplace transformation is inherently linear, i.e.
it preserves the order of addition and scaling operations.

1.1.

1.

Szabalyok

Konvoluci6 idétartomanyban: [E{(f xg)(t)} = F(s)G(s),J

ahol F(s) = £{f(t)} = 2{g(t)}, ( fo g(t — 7)d7. Levezetés:

{(f=g)(t }—/ /f g(t —7)dr e *tdt = / / f(n)g(t —)e sdt dr
/ / (t—7)e*dt f(r)e Tdr = / / 9)e ' f(r)e *Tdr
= /0 Je *Vdv / f(r)e *Tdr = (2)



1.2 Hatarértéktételek

1 LAPLACE TRANSFORMATION

1.2,

1.

2.

1.3.

3.

Olyan fiiggvényekkel foglalkozunk, amelyekre f(t) = g(t) = 0 barmely ¢ < 0, ezért

t
/f(T) t—TdT—/ f(r)g(t —7)dr mivel g(t — 7) = 0 barmely 7 >t
A konvoluci6 levezetése soran ezt is felhasznaltam (itt egy valtozocsere torténik: @ = ¢ — 7):

/ gt —)e*tTdt = / e ?dy = / Ye™*Ydd¥ mivel g(t < 0) =0
0 -7

Fiiggvény id§ szerinti derivaltjara vonatkozo képlet:

[s{y(t)} = sY(s) — y(O),] ahol Y (s) = £{y(0)}. Levezetés:
/ (et = y(t)e

Fiiggvény id§ szerinti masodik derivaltjara vonatkozo képlet:
[S{y(t)} = s2Y (s) — 4(0) — sy(O).) Levezetés:
£{ii()} = s{y(t)} —9(0) = Y (s) — sy(0) — §(0)

Ezek utan nem nehéz altalanositani...

o0

0

Hatarértéktételek

(y(O) = lgn sY(s))] (Kezdeti érték tétel)

Bizonyitas. Vegyiik a derivalasi szabaly mindkét oldaldnak hatéarértékét ha s — oo:
oo
. —st - T . 1
i [ 2000 = Jim (V) -v(O) =+ v0)= lim ¥
=

[y(oo) = lirr(l) sY(s)] (Végértéek tétel)
5—

Bizonyitas. Vegyiik a derivalési szabaly

/0 T (t)etdt = s¥ (s) — y(0)

mindkét oldalanak hatarértékét ha s — 0:

o0

. —st - 1 .
lim < J(t)dt = lim (sY(s) —(0))
—1 a4y
lim ; dy(t) = lim sY(s) — y(0)
y(o0) —y(0) = lim sY(s) —y(0) = y(oco) = lim sY (s)
s—0 s—0

Nevezetes fiiggvények Laplace transzformaciéja

(5 = ] L 6 Std = 1 — Std = 71 1 75 =
bs: . . 1
2{ (t)} evezetés / (t)e t 11m / (& t 1m

L’Hospital: s

W Levezetés: fo (t)e stdt = [E:St}zo 0= (_l) _1

s s s’

~(-s) /0 T y(t)etdt = —y(0) + s{u(1)}

3)

ahol 1(t) az egységugras fiiggvény, u(t)-vel is szokas jelolni, azonban itt az u(t) a rendszer bemenetét

fogja jelolni.

gt -1(t)} = % (sebességugras fiiggvény)
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1.4 Inverz Laplace transzformécio 1 LAPLACE TRANSFORMATION

4. (S{e_at} = s-lmvj inverz laplace transzformécié esetén ez a leghasznosabb.

5. &{e t/T} = ﬁ = H%’ az el6z6ének egy masik alakja.

ho [00 —t/T —styy _ [° —(s+1/T)t “HyD)C 1 T
Levezetés: fo e~ tTe sdt—fo e (s /)dt[e—(&kﬁ}o = STIT = 95T

polus-zérus alak —L

s+1/T
o Yors . T
idéallandoés alak TosT
6. £{l —e T} = Syl (idGallandos alak)
1 —t/T; —t /T3 _ 1
7' £:{Tl—TQ (6 / ' = e / 2)} - (1+ST1)(1+ST2)
at : _
8. 2{6 Sln(bt)} = m
at . sSs—a
9. ,2{6 COS(bt)} = m

1.4. Inverz Laplace transzformaci6

F) = £HE($)} = gy lim o [2] F(s)eids

C
ahol ¢ € R nagyobb mint F(s) szingularitasainak valos részei.
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1.5 Bemenet, rendszervalasz 1 LAPLACE TRANSFORMATION

1.5. Bemenet, rendszervalasz

1. Dirac impulzus

~1-05 05 1

ha0<t<r o
egyébként o(t) = Tli%h (1)

O |=

0 ={

2. Rendszer valasza a Dirac impulzusra (impulzusvalasz): h(t)
Pl. ha ratitok (6(¢)) egy éppen nyugalomban 1év§ csapoajtora, vagy egy rugora fiiggesztett testre
(rendszer), akkor az elkezd oszcillalni, majd szép lassan megall (h(t)).

o(t) h(?)

— Rendszer

Konvolucios idginvariancia: 0(t — 7) bemenet esetén h(t — 7). Vagyis, ma is holnap is, barmikor,
ha ezt a kisérletet megismétlem, ugyanazt fogom tapasztalni.

3. Rendszer valasza u(t)-re (atmeneti fliggvény): Kauzalis konvolicié

u(t) Rendszer y(t) = (uxh)(t) = /0 h(t — T)u(r)dr

h(t)
(Example 1. )
Szamitsuk ki f(t) =t és g(t) = t konvoltciojat:
t t tT3 7.4 t t4
ty=[| t—1)r%dr= | tr?—13dr=|" - —| == 12
(o0 = [[=riar= [ —sar= [T -T) -5 (12)
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2 LAPLACE TRANSZFORMACIO ALKALMAZASA KEZDETI ERTEK PROBLEMA
MEGOLDASARA

2. Laplace transzformaci6 alkalmazasa kezdeti érték probléma megolda-
sara

e 5 D
Example 2. Allando egyiitthatos méasodrendii linearis differencialegyenlet

Oldjuk meg a kovetkezs kezdetiérték problémét:
§—29+5y=—-8" y(0)=2 y(0)=12
A linearitasbol adodoan az Osszeget lehet tagonként Laplace transzformalni.

£(5) - 280} + 52 (= ——~ (13)

A Laplace transzformacio derivalt fiiggvényre vonatkozo képlete: £{y} = sY(s) — y(0) = sY(s) — 2.
Masodik derivalt pedig: £{i} = s2Y(s) — sy(0) — 9(0) = s2Y(s) — 25 — 12. Igy a (13) egyenlet a
kovetkezd képpen alakul:

8
(s2Y (s) — 25 — 12) — 2(sY(s) — 2) + 5Y (s) = s (14)
Y (s)-t kifejezve kapjuk, hogy:
252 4+ 10s o1
Y(s) = > y(t) =7 15
() (s2—2s5+5)(s+1) y(®) (15)
( Example 3. Parcialis tortekre bontés |

Oldjuk meg a kovetkezs kezdetiérték problémét:
Y+Tj+ 149 +8y=0 y(0)=0 ¢(0)=0 40)=2

Kezdeti értékek fizikai jelentése: nyugalomban 1évé testre hat egy gyorsulasvektor (pl. gravitacios
gyorsulas). Az el6z6 feladathoz hasonléan ha vessziik az egyenlet mindkét oldalanak Laplace transz-
formaéltjat, kapjuk, hogy:

2 C C C -1

Y(s) = - = = =
(s+1)(s+2)(s+4) s+1 s+2 s+4

Ha a nevez6 minden gyoke egyszeres, a szamlaloban szerepls konstansok az alabbi képlet alkalmazasaval
szamolhatok:

y(t) = Cret 4 Che 2 4+ Cze™

C;
C; = lim (s — ;)Y (s), ahol o; az gyoke

S—rQy; S —|— O[l'

2 2
C — 1. 1 Y _—_—_—m——e—_—_— —_ e
1= Jim (s + DY) = oym gy =1 = 3
2
Cy=li 2)Y(s) = ————— |s=—2 = —1
2 = Jlim, (s +2)¥(s) (5+1)(s+4) ls=—2
2 1
3 s—l>n—14(5 +4)Y (s) (s+1)(s+2) Jo=-s 3
P 1)
Y(s) = 16
() s+1+s+2+s+4 (16)
Tehéat a megoldas:
2 1
y(t) = ge_t —e % 4 §6_4t (17)
Matlab 1. Inverz Laplace transzforméacio partfrac,ilaplace,residue,poly2sym,sym2poly )
2. Példa folytatasa:
25% +10s 3s+5 1 4sin(2t) _
Y(s) = = - = y(t) =3¢ 2+ ———= | —e?
)= s 15 1) #2515 s+l y(t) e(‘m( )3 ¢

Szimbolikus Toolbox segitségével:

>> syms s
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2 LAPLACE TRANSZFORMACIO ALKALMAZASA KEZDETI ERTEK PROBLEMA
MEGOLDASARA

>> Y = partfrac( (2*s”2 + 10*s) / ((s+1) * (s”2 - 2%s + 5)) )
Y =

(8*s + 5)/(s72 - 2%s + B) - 1/(s + 1)

>> ilaplace(Y)

ans =

3%exp(t)*(cos(2%t) + (4xsin(2xt))/3) - exp(-t)

Numerikus szamitasokkal:

>> Y = expand((s+1) * (s72 - 2xs + 5))
Y =
s”3 - s72 + 3%s + 5
>> B [2 10 0];
>> A = sym2poly(Y)
A=
1 -1 3 5
>> [r,p,k] = residue(B,A)

1.5 - 2i
1.5 + 2i
1+ 0i
1+ 2i
1 - 2i
-1+ 0i

(]

B(s) 75 1 1.5 —25 1.5+2j
Y(s) = = K(s) =— 1
() Zs—pi—i_ () s+1+3—1—2j+s—1+2j (18)

>> Y = sum(r ./ (s - p)) + poly2sym(k)
Y =
- 1/(s + 1) + (3/2 - 2i)/(s - 1 - 2i) + (3/2 + 2i)/(s - 1 + 2i)
>> latex(Y)
ans =
- \frac{1}{s + 1} + \frac{\frac{3}{2} - 2\, \mathrm{i}}{s - 1 - 2\, \mathrm{i}} + \frac{\frac{3}{2} + 2\, [...]
>> ilaplace(Y)
ans =
- exp(-t) + exp(t*x(1 - 2i))*(3/2 + 2i) + exp(t*(1 + 2i))*(3/2 - 2i)
>> Y = simplify(Y)
ans =
(2%s*(s + 5))/(s"3 - 872 + 3%s + 5)
>> ilaplace(Y)
ans =
3%exp(t)*(cos(2*t) + (4xsin(2xt))/3) - exp(-t)

2 3

y(t) = —et &t 1-2) (3 + 2j> et (1427) (; - 2j> = 3e' <cos(2t) + 48111(2t)> —e ! (19)
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2 LAPLACE TRANSZFORMACIO ALKALMAZASA KEZDETI ERTEK PROBLEMA
MEGOLDASARA

Example 4.

o

Allandé egyiitthatos linearis differencialegyenlet rendszer
T1 = 221 + 329 o . 2 3 . 0
b= tay ¢ A8 A‘(z 1) ”°_<1)

Megoldas: z(t) = eAtxy, [eAt = Selts=1 = ¢~ 1{(sI - A)l}.]

Az els6 egyenlet a sajatért-sajatvektor felbontasbol adodik (el6z8 gyakorlat anyaga). et masodik
kifejezése pedig onnan ered, hogy egydimenziéban:
1
et =g H(s—a)'} :S_l{ } (20)
s—a
A két kifejezés koziil barmelyik hasznalgato. Itt most a masodik szerepel:
det(sI — 4) = * 7 8‘_31‘ —(s—2)(s—1)—6=s>—3s—4=(s—4)(s+1)  (21)

e = e 2 o2o)

A Laplace transzformacio linearitasa miatt a konstans szorzo (az xq kezdeti érték) bevihets a leképezés
belsejébe.

3
iy — 1] [ E=DCD
(5—4)(s+1)

Parcialis tortekre bontas (,,pikk-pakk” eljaréassal):
3 3(s+1)—(s—4) 06 06

== = — 22
(s—4)(s+1) 5 (s—4)(s+1) s—4 s+1 (22)
Ezt egyszertibb a bejaratott modszerrel:
s—2 03 04
= =0. =04 2
s2—3s—4 s+1+s—4_)03 06 Ci=0 (23)
Végiil kapjuk:
—0.6 i 0.6
a1 s+1 s—4 _ (—0.6e7" + 0.6e*
a(t) = £ 06 04 [~ ( 0.6¢™" + 0.4¢ (24)
_l’_
s+1 s—4

Ha a mésodik képletet alkalmaztam volna: et = SeP*S~1 akkor nem kellett volna parcialis tortekre
bontani, azonban sajatvektorokat kell szamolni (idénként ez egyszertbb).
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2 LAPLACE TRANSZFORMACIO ALKALMAZASA KEZDETI ERTEK PROBLEMA
MEGOLDASARA

( Matlab 2. i = Az, x(0) = zp megolasa szimbolikus toolboxal eig,syms,expand,pretty,diag )

i = Az, z(0) = zo megoldasa x(t) = ey, e = SeP*S™1 képlettel (25)
syms t real

A=1[23; 21];
x0 = [0;1];

[S,D] = eig(A);

SDS_A_iszero =S *D /S - A
exp_Dt = diag(exp(diag(D)*t));
fprintf (’\nexp(Dt) = \n\n’)

pretty(exp_Dt)

exp_At = expand(S * exp_ Dt / S);
fprintf (’\n[Matlabbal szamolt sajatvektorok] \nexp(At) = \n\n’), pretty(exp_At)

xt = exp_At * x0;

fprintf (’\nA differencialegyenlet megoldasa: x(t) = \n\n’)
pretty(expand(xt))

Eredmény:

exp(Dt) =

/ exp(4 t), 0 \

| |

\ 0, exp(-t) /

[Matlabbal szamolt sajatvektorok]

exp(At) =

/ 2 exp(-t) exp(4 t) 3 exp(4 t) 3 3 exp(-t) \
| exp(4 t) 2 2 exp(-t) 3 exp(-t) exp(4 t) 2 |

A differencialegyenlet megoldasa: x(t) =

/ exp(4 t) 3 3 exp(-t) \
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2 LAPLACE TRANSZFORMACIO ALKALMAZASA KEZDETI ERTEK PROBLEMA

MEGOLDASARA
5 [
1 2 4\
—~ 3 |
E <
0.5 a 2
1 -
0f | 0
| | | | | |
0 5 10 15 20 25 6 ‘5 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5
L t
(a) Rendszervélasz a Dirac implzus bemenetre (b) Rendszervilasz az egységugras bementre
1. abra. Egytarolés rendszer valasza
( )

Example 5. Laplace transzformécio alkalmazasa atviteli fliggvény és rendszervélasz szamitasara

A rendszert leir6 differencialegyenlet: Ty +y = Ku(t) y(0) =0
Hatérozzuk meg a rendszer valaszat az alabbi esetekben:

1. u(t) = 8(t)
2. u(t) = 1(t)

A rendszer Laplace transzformaltja: T'sY (s) + Y (s) = KU(s), ahol T' € R és K € R rendszerfiiggd
paraméterek. Az atviteli fliggvény:

Y (s) K
H(s) = = 26
() U(s) 14Ts (26)
A rendszer valasza: Y (s) = %U(s)
1. impulzusvalasz
ut) =6(t) S U(s) =1
1 2_1 -1 K -1 1 K —t/T
O =Ky 20 w0 =S O =5 = 7
2. atmeneti figgvény (egységugrasra adott valasz)
1
u(t) = 1(8) = U(s) = -
1 _
Y(s)= K £

s(141Ts)

u(t) = £V () = 2{1 — l} = 7 (1)« eT) = (1~ ™7
T

K =5 és T = 4 esetén a példa megoldasainak szemléltetése lathaté a fenti abran.

& J
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3 ALLAPOTEGYENLET MEGOLDASA

3. Allapotegyenlet megoldasa

e Ha csak gerjesztése van (xg = 0,u(t) # 0) — Laplace transzformaci6 alkalmazasa

e Ha csak kezdeti feltétel van (zg # 0,u(t) = 0) — e?txg, allapottrajektoria

e Ha kezdeti feltétel is van, és gerjesztés is

( Example 6. ATM megoldésa — egységugras bemenetre )
2 3 1 0
A_(2 1) B_(1> C=(0 1) xo—(o) u(t) = 1(¢)
t = Ax+ B
T x U (27)
y=Cx

Laplace transzformaci6 alkalmazasa:

sX(s) =AX(s)+ BU(s) = sX(s) — AX(s) = BU(s)
(sI — A)X(s) = BU(s) — X (s) = (sI — A)"'BU(s)
Y (s) = C(sI — A)"'BU(s)

H =Y — I A1B = S _ S
() (s)/U(s) = Cs ) s2—-3s—4 (s+1)(s—4)
S 1 1 0.2 0.2
Y =H = . = = _
() =HEUG) = =0 5 " G610 5-4 s+1
y(t) = 0.2¢* —0.2¢7"
( Example 7. ATM megoldésa — autoném rendszerre )

A:(g i’) B:G) C=(0 1) xo:((l)) u(t) =0

Laplace transzformaci6é alkalmazasa:

sX(s)—xo=AX(s) — X(s)=(sI—A)7lzg — )= {(sI - A}z = ety

(sI—A)_lzé.(S—l 3 )

(s+1)(s—4) 2 s-—2
Kimenet: y(t) = Cx(t) = C- £ H{(sI —A)7'} 2o = £7H{CO(sI — A) 'z} = 2_1{%} =
0.6e7" + 0.4¢"
version: 2019.01.22. — 18:55:42 10
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3 ALLAPOTEGYENLET MEGOLDASA

Example 8. ATM megoldasa — sebességugrasra

A:@ ‘Z’) B:G) C=(0 1) x0:<(1)> u(t) =t

Laplace transzformaéci6 alkalmazasa:

sX(s) —zo=X(s)+BU(s) — X(s)=(sI—-A)"Y(zg+BU(s)) —

t
z(t) = A0z 4 / A7) Bu(r)dr

to
Ha tg = 0, akkor eA(t—to) — ¢4

0.6 4 0.4 0.6 0.6

82 35 52— 35 _S_l s—4 s+1 s—4 s+1
—2 - 04 04 0.4 4 0.6

52— 35 4 32 35—4 s— s+1  s— s+1

At _ 0.6e* 4+ 0.4e7t 0.6e* — 0.6e¢
“\04e* —0.4e7t 0.4e* +0.6et

A(t—7) 0-664(t_7) = 0.46_(t_T) 0.664(75_7—) — 0.66_(t_7—)
€ = . e B e
0.464(t ™) _ 0.4e (t—7) 0-464(t T) +0.6e (t—7)

A(t—1) _ —(t—7) A(t—7) - _ —(t—7)
Alt-7) g _ 1.2¢ 0.2e A(t—7) _ 1.2¢e 7 —0.2¢ T
o (0.8e4<t—T>+o.2e—<t—T> = €TBU(T) = {  gett-)y 4 0.2e-(-r

Elemenkénti integrélas:
f c1e2tTrdr = clec2tf e~ 2Trdr = %4 (e —cot — 1)  (Parcialis integrals)
2

At =1
b At _ (0.075¢* — 0.2¢™" — 0.5¢ +0.125
Jo ™ Bulr)dr ( 0.05¢% + 0.2¢=* — 0.25

eAzq értéke megegyezik a 2. példaban szerepld értékkel, ezt alkalmazva

2(t) = 0.675¢% — 0.8e~* — 0.5t + 0.125
- 0.45¢* + 0.8¢~" — 0.25

y(t) = Cz(t) = 0.45¢* + 0.8¢ 7 — 0.25

A 2. abran rendre a harom példa megoldéasa lathato.

&
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3 ALLAPOTEGYENLET MEGOLDASA

24
5 x 10
% 1025 Step Response T T T T e 10‘5 Linear Simulation Results
25 T T 3 T T T T
7L i
25 1
2k p
Bl i
2
5L i
15F
L) Lt}
= - i =
= 4 £ 15F
& §
1F sk i
1k |
2L i
05+
05 —
1k i
0 1 L i} 1 1 I 1 1 0 L I I I
0 5 10 15 o 2 4 5 g 10 12 2 4 [ a 10
Titne (sec) 24 Time (sec)
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