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Feladattipusok

két fiiggvény konvolacidja

i+ ay+ by = e y(0), 9(0) tipust kezdetiérték feladatok megoldasa (Laplace transzforméacioval)
parcialis tortekre bontéas (Laplace transzforméciobol adodoé racionélis tortfiiggvények miatt)

i+ ay + by = u(t)-al megadott rendszerek atviteli fliggvényének (H(s)) kiszamitasa

& = Az, x(0) tipust kezdetiérték feladatok megoldasa Laplace transzforméacioval

allapottérmodellel megadott rendszer (& = Ax + Bu, y = Cx) atviteli figgvényének (H(s)) kiszamitasa

allapottérmodell megoldasa adott bemeneti fiiggvények és adott kezdetiérték feltételek mellett — impulzus-
valasz (h(t)), egységugrasra adott valasz (dtmeneti fliggvény — step response, v(t)) kiszamitasa

1. Laplace transzformacio

Definicio: f(t) — F(s) seC

[F<s> — (/1)) = / h f(t)e‘“dt] 1)

A laplace transzformécio az integralas tulajdonsagai alapjan lineéris leképezés, megorzi az Osszeadés és a skalarral
valo szorzas miiveleteket.

1.1.

1.

Szabalyok

Konvolici6 idétartomanyban: [E{(f xg)(t)} = F(S)G(S),]

ahol F(s) = £{f(t)}, G(s) = £{g(®)}, ( I3 f(T)g(t — T)dT. Levezetés:

{(f*9g)(t }—/ /f t—TdTeSt((Jit / / f()g(t —1)e tdt dr
/ / (t—7)e*=mdt f(r) —STdT—/ / Je A f(r)e *Tdr
:/O *Sﬁdﬁ/ f(r)e*dr = (2)

Olyan fliggvényekkel foglalkozunk, amelyekre f(¢) = g(t) = 0 barmely ¢ < 0, ezért
t 00
/ f(r)g(t —7)dr = / f(r)g(t —7)dr mivel g(t — 7) = 0 barmely 7 > ¢ (3)
0 0

A konvoluci6 levezetése soran ezt is felhasznaltam (itt egy valtozocsere torténik: ¥ =t — 7):

/ gt —7)e st dt = / e VY = / e *’d9 mivel g(t <0) =0 (4)
0 —T



1.2 Hatarértéktételek

1 LAPLACE TRANSZFORMACIO

1.2.

1.3.

6.

7.

. (S{e‘at} )

. Fliggvény id§ szerinti derivéltjara vonatkozé képlet:

(E,{y(t)} =sY(s) — y(O),J ahol Y(s) = £{y(t)}. Levezetés:

[ ittt =yt
Fiiggvény id§ szerinti masodik derivaltjara vonatkozo képlet:
[S{y(t)} = s2Y (s) — 9(0) — sy(O).J Levezetés:
Lt} = s&{g(t)} — 5(0) = s*Y () — sy(0) — §(0)

Ezek utan nem nehéz altalanositani...

oo

0

Hatarértéktételek

. (y(O) = lim sY(s))J (Kezdeti érték tétel)

§—00

Bizonyitas. Vegyiik a derivalési szabaly mindkét oldalanak hatarértékét ha s — oc:
. —st - T _ T
Jin | € 0= i (V) =y(0) =+ v(0) = lim Yo
—

(y(oo) = lir% SY(S)] (Végérték tétel)
s—
Bizonyitas. Vegyiik a derivaléasi szabaly

/O " g(t)etdt = sY(s) — y(0)

mindkét oldalanak hatarértékét ha s — 0:

hm dt = hm (sY(s) —y(0))
/ R ey
iy | dy(t) = lim sY'(s) — y(0)
y(00) — (0) = lim s¥(s) ~ y(0) = y(o0) = lim s¥'(s)

Nevezetes fiiggvények Laplace transzformacidja

. o —st . 1 T 7st 1 1—e 5T
L{6(t)} =1 | Levezetés: d(t)e % dt = lim — dt=-lim —— =1
0 T—0 0

—S S

Levezetés: [~ 1(t)e™*dt = [eﬂt]o =0-(-3)=1

() / T yt)etdt = —y(0) + s{y(1)}

ahol 1(¢) az egységugras fliggvény, u(t)-vel is szokas jelolni, azonban itt az u(t) a rendszer bemenetét fogja

jelolni.

. £{t-1(t)} = & (sebességugras fiiggvény)

Ch

G,J inverz laplace transzformaci6 esetén ez a leghasznosabb.

ety = = L az el6z6nek egy masik alakja.

s+1/T 1+sT>

. _ _ s e—(s+1/T)t 0 _ 1 7T
Levezetés: [o™ e™!/Temdt = [; em(F1/Dtde [*(sﬂ/T)}o T STUT T TsT
po6lus-zérus alak %/T
id6allandos alak HT
{1 — e T} = gy (idGallandos alak)

’Q{T —; (e —HT 64/@)} = ‘(1+ST1)1(1+ST2)
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1.4 Inverz Laplace transzformacio

1 LAPLACE TRANSZFORMACIO

at _: b
8. 2{6 tsm(bt)} = m
s—a
9. E{eat COS(bt)} = m

1.4. Inverz Laplace transzformacio

F(t) = HF(s)} = gk limy_o [T F(s)etds

2myj c

ahol ¢ € R nagyobb mint F(s) szingularitasainak valos részei.
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1 LAPLACE TRANSZFORMACIO

1.5 Bemenet, rendszervialasz

1.5. Bemenet, rendszervalasz

1. Dirac impulzus

~1-05 05 1

ha0<t<r o
egyébként 6(t) = TIE& f=(0)

O

= {

2. Rendszer valasza a Dirac impulzusra (impulzusvalasz): h(t)
Pl. ha raiitok (6(t)) egy éppen nyugalomban 1évG csapoajtora, vagy egy rugora fiiggesztett testre (rendszer),

akkor az elkezd oszcillalni, majd szép lassan megall (h(t))

o(t) h(t)

— > Rendszer —

Konvolicios idGinvariancia: 6(t — 7) bemenet esetén h(t — 7). Vagyis, ma is holnap is, barmikor, ha ezt a
kisérletet megismétlem, ugyanazt fogom tapasztalni.

3. Rendszer véalasza u(t)-re (dtmeneti fliiggvény): Kauzalis konvolaci6

u(t) Rendszer y(t) = (uxh)(t) = / h(t — T)u(T)dr
] w0 [ ’

f Example 1.
Szamitsuk ki f(t) =t és g(t) = t* konvoliic

(fxg)(t) = /Ot(t — 7)1 = /Ot tr2 — dr = [? —

Lecture 2
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2 LAPLACE TRANSZFORMACIO ALKALMAZASA KEZDETI ERTEK PROBLEMA MEGOLDASARA

2. Laplace transzformaci6 alkalmazasa kezdeti érték probléma megolda-
sara

4 ~ N\
Example 2. Allando6 egyiitthatos masodrend linearis differencialegyenlet

Oldjuk meg a kovetkezs kezdetiérték problémat:

§—25+5y=-8" y(0)=2 y(0)=12
A linearitasbol adodoéan az Osszeget lehet tagonként Laplace transzformalni.

. . 8
Hoy - 280} +52yt = —o 3
A Laplace transzformacié derivalt fiiggvényre vonatkozo képlete: £{y} = sY(s) — y(0) = sY (s) — 2. Masodik
derivalt pedig: £{ij} = s2Y (s) —sy(0) — 5(0) = s2Y (s) — 25— 12. Igy a (13) egyenlet a kivetkezs képpen alakul:
8

(13)

(s2Y (s) — 25 — 12) — 2(sY (s) — 2) + 5Y(s) = 331 (14)
Y (s)-t kifejezve kapjuk, hogy:
252 + 10s e-1
Y(s) = t) =7 15
() (s2—2s+5)(s+1) y(®) (15)
& J
( Example 3. T e ———

Oldjuk meg a kévetkezs kezdetiérték problémat:
Y+Tj+145+8y=0 y(0)=0 g(0)=0 g0)=2

Kezdeti értékek fizikai jelentése: nyugalomban 1évd testre hat egy gyorsulasvektor (pl. gravitacios gyorsulas).
Az el6z6 feladathoz hasonloan ha vessziik az egyenlet mindkét oldalanak Laplace transzformaltjat, kapjuk, hogy:

2 C C C -1

Y(s) = -4, b2 Gs o)
(s+1)(s+2)(s+4) s+1 s+2 s+4

Ha a nevez6 minden gyoke egyszeres, a szamlaloban szereplé konstansok az alabbi képlet alkalmazaséaval széa-
molhatok:

y(t) = C’le*t —+ 02672t -+ Cgeiu

C.
C; = lim (s — ;)Y (s), ahol a; az —— gydke

s—rau; s+ o

2 2
C e 1. 1 Y = __ = —
1= 1, DY) = o) T 3
2
= 1li 2)Y (s) = s=—g = —1
Oz = Hm (s +DY(e) = oy g b=
2 1
=] 1 4 Y = < |s=—4 = =
Co = lim (s +Y(s) = oy b= =3
P, o1
Y(s) = 16
() s+1+s—|—2+3+4 (16)
Tehat a megoldas:
2 1
y(t) = ge_t e 4 §6_4t (17)
| J
Matlab 1. Inverz Laplace transzformécio partfrac,ilaplace,residue,poly2sym,sym2poly )
2. Példa folytatésa:
252 + 10s 3s+5 1

Y(s)= = —
(s) (s2—=2s+5)(s+1) $2—-2s+5 s+1

Szimbolikus Toolbox segitségével:

= y(t) =3¢ <cos(2t) s 48”;)(2’5)) _ et

>> syms s

>> Y = partfrac( (2xs~2 + 10*s) / ((s+1) * (s°2 - 2%s + 5)) )
Y =

(Bxs + 5)/(s"2 - 2xs + B) - 1/(s + 1)

>> ilaplace(Y)

ans =

3*exp(t)*(cos(2*t) + (4*sin(2%t))/3) - exp(-t)

Numerikus szamitésokkal:
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2 LAPLACE TRANSZFORMACIO ALKALMAZASA KEZDETI ERTEK PROBLEMA MEGOLDASARA

>> Y = expand((s+1) * (s72 - 2%s + 5))

Y =
s”3 - s72 + 3%s + b
>> B = [2 10 0];
>> A = sym2poly(Y)
A=
1 -1 3 5

>> [r,p,k] = residue(B,A)
P =

1.5 - 21
1.5 + 21
1 +o0i
b=
1+ 21
1 -2
1 +o0i
-
[
B(s) 0, 1 1.5 —-2j 1.5+ 25
Y(s) = = K(s) =— 18
() A(s) zi:s—pi—’— () 8+1+S—1—2j+5—1+2j (18)

>> Y = sum(r ./ (s - p)) + poly2sym(k)
Y =
- 1/(s + 1) + (3/2 - 21)/(s - 1 - 2i) + (3/2 + 2i)/(s - 1 + 2i)
>> latex(Y)
ans =
- \frac{i}{s + 1} + \frac{\frac{3}{2} - 2\, \mathrm{i}}{s - 1 - 2\, \mathrm{i}} + \frac{\frac{3}{2} + 2\, [...]
>> ilaplace(Y)
ans =
- exp(-t) + exp(t*(1 - 2i))*(3/2 + 2i) + exp(t*(1 + 2i))*(3/2 - 2i)
>> Y = simplify(Y)
ans =
(2xs*(s + 5))/(s"3 - 872 + 3%s + b)
>> ilaplace(Y)
ans =
3%exp(t)*(cos(2*t) + (4*sin(2*t))/3) - exp(-t)

L /3 . (3 4sin(2¢
y(t) = —e~t + ot (1-27) (2 + 2j) ot (1429) (2 = 2j) = 3e! (cos(Zt) T 7812( )) —et (19)
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2 LAPLACE TRANSZFORMACIO ALKALMAZASA KEZDETI ERTEK PROBLEMA MEGOLDASARA

Example 4.

Allando egyiitthatos linearis differencialegyenlet rendszer

1 = 2x1 + 322 _ (2 3 (0
by=2m 4, O CTAT A‘(z 1) ”’0_<1>

Megoldas: z(t) = e?txy, [eAt = SePts=1 = g7 {(sI — A)_l}.]

At

Az els6 egyenlet a sajatért-sajatvektor felbontasbol adodik (el6z6 gyakorlat anyaga). e' masodik kifejezése

pedig onnan ered, hogy egydimenziéban:

eat:,ﬂ_l{(s—a)_l}:i}_l{ ! } (20)

sS—a

A két kifejezés koziil barmelyik hasznalgato. Itt most a masodik szerepel:

s—2 -3
-2 s—1

o127 = e (2 o)

A Laplace transzformécio linearitasa miatt a konstans szorzo (az xg kezdeti érték) bevihets a leképezés belsejébe.

det(sI — A) =

’:(3—2)(3—1)—6232—35—4:(s—4)(s+1) (21)

3
Ay, = g1 (s 34)_(S2+ 1)
G-DG+D)
Parcialis tortekre bontas (,,pikk-pakk” eljarassal):
3 _3(s+D—(s—4) _ 06 06 o
(s=4)(s+1) 5 (s—4)(s+1) s—4 s+1
Ezt egyszeriibb a bejaratott modszerrel:
s—2 Cs Cy
Tom i it 0 Ce=06 Ci=o04 (23)
Végiil kapjuk:
—0.6 " 0.6
—t 4t
s =28 |t e (e o ) )
s+1 + s—4

Ha a masodik képletet alkalmaztam volna: e4* = SeP*S~! akkor nem kellett volna parcilis tortekre bontani,
azonban sajatvektorokat kell szamolni (id6nként ez egyszertibb).
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2 LAPLACE TRANSZFORMACIO ALKALMAZASA KEZDETI ERTEK PROBLEMA MEGOLDASARA

r 2
Matlab 2. & = Az, x(0) = zo megolasa szimbolikus toolboxal eig,syms,expand,pretty,diag

i = Az, x(0) = xo megoldasa z(t) = eMzy , et = SePtS™! képlettel (25)
syms t real

A=1[23; 21];
x0 = [0;1];

[S,D] = eig(A);

SDS_A_iszero =S *D / S - A
exp_Dt = diag(exp(diag(D)*t));
fprintf (’\nexp(Dt) = \n\n’)
pretty(exp_Dt)

exp_At = expand(S * exp_Dt / S);
fprintf (’\n[Matlabbal szamolt sajatvektorok] \nexp(At) = \n\n’), pretty(exp_At)

xt = exp_At * x0;

fprintf (’\nA differencialegyenlet megoldasa: x(t) = \n\n’)
pretty(expand(xt))

Eredmény:

exp(Dt) =

/ exp(4 t), 0 \

| |

\ 0, exp(-t) /

[Matlabbal szamolt sajatvektorok]

exp(At) =

/ 2 exp(-t) exp(4 t) 3 exp(4 t) 3 3 exp(-t) \
| exp(4 t) 2 2 exp(-t) 3 exp(-t) exp(4 t) 2 |

A differencialegyenlet megoldasa: x(t) =

/ exp(4 t) 3 3 exp(-t) \

version: 2017.09.18. — 21:51:17 8 Lecture 2



2 LAPLACE TRANSZFORMACIO ALKALMAZASA KEZDETI ERTEK PROBLEMA MEGOLDASARA

T T T

nt i

=

0.5 i

= i
l l l l l l

0 5 10 15 20 25 6 é 1‘0 1‘5 2‘0 2‘5
t t
(a) Rendszervalasz a Dirac implzus bemenetre (b) Rendszervalasz az egységugras bementre
1. abra. Egytarolos rendszer valasza
4 A

Example 5. Laplace transzformacié alkalmazasa atviteli fiiggvény és rendszervalasz szamitasara

A rendszert leir differencidlegyenlet: Ty +y = Ku(t) y(0) =0
Hatarozzuk meg a rendszer valaszat az alabbi esetekben:

1. u(t) = 8(%)

A rendszer Laplace transzformaltja: T'sY (s)+Y (s) = KU(s), ahol T € R és K € R rendszerfiigg6 paraméterek.
Az atviteli fliggvény:

H(s) = = (26)

A rendszer valasza: Y (s) = TKTSU(S)

1. impulzusvalasz

Yo =K S w0 =s e =gt { b= T

2. atmeneti fliggvény (egységugrasra adott valasz)

ut) =1(t) S U(s) = %

1 et
Y(s) = Ks(l +T's)

v = s Y () = 2{1 — } B 1 ) = K- )
T

K =5 és T =4 esetén a példa megoldasainak szemléltetése lathato a fenti abran.
| J/
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3 ALLAPOTEGYENLET MEGOLDASA

3. Allapotegyenlet megoldasa
e Ha csak gerjesztése van (xo = 0,u(t) # 0) — Laplace transzforméaci6 alkalmazisa
e Ha csak kezdeti feltétel van (z¢ # 0,u(t) = 0) — ez, allapottrajektoria

e Ha kezdeti feltétel is van, és gerjesztés is

( -
Example 6. ATM megoldasa — egységugras bemenetre

A:@ ‘I’) B:G) c=(0 1) m0:<8> u(t) = 1(¢)

T = Ax + Bu

y=Cz 27)
Laplace transzforméacio alkalmazasa:
sX(s) = AX(s)+ BU(s) — sX(s) — AX(s) = BU(s)
(sI — A)X (s) = BU(s) = X(s) = (sI — A)"'BU(s)
Y (s) = C(sI — A)"'BU(5s)
H(s)=Y(s)/U(s) =C(sI —A)"'B = pepy py Sl P 3 pyy
S 1 1 0.2 0.2
YO =HEUE) = o0 s - GrDG-8 s5-4 511
y(t) = 0.2¢** — 0.2¢71

( -
Example 7. ATM megoldasa — autoném rendszerre

=23 5=() c=0 ) w=(0) wno

Laplace transzforméaci6é alkalmazasas:
sX(s)—wo=AX(s) — X(s)=(sI—-A)lzg — )= Y(sI—-A) zy= etz

A7 = g (2 o l2)

Kimenet: y(t) = Cx(t) = C-£7H{(sI — A)~'}-zg = £7H{C(sI — A) '} = 2_1{%} = 0.6e 7" +0.4e"

| & J
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3 ALLAPOTEGYENLET MEGOLDASA

( -
Example 8. ATM megoldésa — sebességugrasra

Laplace transzforméaci6é alkalmazasas:
sX(s)—xo=X(s)+BU(s) — X(s)= (sl —A)"Yxo+ BU(s)) —
E
z(t) = eAlto) g +/ eA=7) Bu(r)dr

to
Ha t; = 0, akkor eA(t—to) = oAt

s—1 3 0.6 -+ 0.4

_ 3 _35_ 2 _35_ — —
= (7 o) | o
s2—-3s5—4 s2—-3s5—4 s—4 s+1

QA (0.664t +0.4et 0.6e* — 0.66_t>

=
o

)
|
W

s
'&H&
_l’_

~ \0.4e*t —0.4e~t  0.4et +0.6et

A(t—7) _ 0.6e4t=7) L 0.4e=(t=7)  0.6e4(t=7) — 0.6e—F—T)
¢ - 0.46405_7) —0.46_(t_7') 0.464(t_7) +0.66_(t_"')

0.8¢*(t=7) 4 0.2¢=(*=")
Elemenkénti integralas:
fot c1e2=Trdr = cpec?t fot e~ Trdr = (e’ — ot —1)  (Parcialis integralas)
2

4t —7
t A(t—r) _ 0.075e*" — 0.2¢7* — 0.5t + 0.125
Jo X Bu(r)dr ( 0.05¢% + 0.2t — 0.25

etz értéke megegyezik a 2. példaban szerepls értékkel, ezt alkalmazva

o(t) = 0.675e*" — 0.8e~* — 0.5¢ + 0.125
- 0.45¢*" +0.8¢~ — 0.25

y(t) = Ca(t) = 0.45¢* +0.8¢ ™" — 0.25
A 2. abran rendre a harom példa megoldasa lathato.

|

A:@ i’) B:G) c=(0 1) x():(?) u(t) =t

M =Xl=)
tlatle
N—
—

)

4(t—7) _ —(t—7) 4(t—7)~ _ —(t—7)
A(t-m)p _ [ 1.2e 0.2¢ A(t—7) _ (1l2e 7 —0.2¢ T
€ 5= ( e Bulr) = | 0.8¢4t-7)7 4 0.2¢~ (7)1

)
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3 ALLAPOTEGYENLET MEGOLDASA

24
g ® 10
5 1025 Step Responze T T T T % 10‘5 Linear Simulation Results
25 T T 3 T T T T
7L J
25+ B
2 -
GE J
2+
5 F -
15F
L) Lt}
= - - =
2 4 = 15+
o [=%
£ E
1 3L |
ik |
2l J
05
05 - B
1+ J
o 1 L D 1 1 | 1 1 il L L L L
1] 5 10 15 n] 2 4 B a8 10 12 2 4 [ g 10
) 24 )
Time [=ec) % 10 Time (sec)
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