Computer controlled systems

Lecture 1

version: 2017.09.26. — 16:28:51

1. Matematikai Osszefoglal6

1.1. Algebrai struktarak
1. Csoport (H,+) - H halmaz, és rajta egy mtvelet: +

e asszociativ - Va,b,c€ H (a+b)+c=a+ (b+¢)

e Jegységelem/nullelem —30 e HVa € H a+0=a
a jobb és baloldali egység megegyezik, mivel 0; = 0; + 02 = 02
e V clemnek 3 ellentettie -Va € H Ja~ '€ H a+a ' =0

a jobb- és baloldali inverz megegyezik, mivel ha az
a € H elemnek aj_1 jobbinverze, ab_1 balinverze, akkor

-_1:0+a]-_1:(ab_l—i—a)—i-aj_l:ab_l—&-(a—l—a;l):ab_l—i-O:ab_l

a;

2. Abel csoport / kommutativ csoport (H,+)
(H,+) csoport, tovabba

e kommutativ—-Va,be H a+b=0b+a
3. Test K = (H,+,-) — H halmazon két miivelet, Gsszeadas + és szorzas -

e (H,+) Abel csoport
e (H\{0},-) Abel csoport

e a szorzds az Osszeadasra nézve disztributiv — Va,b,c € H a-(b+c¢)=a-b+a-c
4. Vektortér — V vektorhalmaz K szamtest felett

(a) Osszeadds + : V x V — V, melyre nézve Abel csoportot alkot

(b) Skalarral valo szorzas K xV -V —ae K,veV,a-veV
e VveVeésVa,fe K (a+8) - v=a v+ v (disztr. skalarosszegre nézve)
e VuveVésVae K a-(u+v)=a -u+«a-v (disztr. vektordsszegre nézve)
e VveVeésVa,fe K (a-flv=a-(8-v)
e 1-v=wv, ahol 1 € K a szorzés egységeleme

Példak vektortérre:

R™

K™k . K test feletti n x k matrixok

Kz]: K test feletti polinomok

K[z]: ahol Vf € K|[z], deg(f) <n

C10,1]: [0,1]-en értelmezett valos értéki folytonos fiiggvények
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V = P(H): H véges halmaz Gsszes részhalmazai altal alkotott halmaz,
K = {0, 1} kételemi véges test
VA, Be H: A+ B=(A\B)U(B\A)és0-A=0,1-A=A



1.2 Homogén linedris leképezés 1 MATEMATIKAI OSSZEFOGLALO

1.2. Homogén linearis leképezés

V és W vektorterek K test felett
AV — W linearis leképezés, ha Va,y € V és a € K esetén

o Alx +vy) = A(x) + A(y) (linearitss)

e A(a-x) =a- A(x) (homogenitas)
Példak linearis transzformaciora

e identitas és helybenhagyas

o differencialas

e cllenpélda: B: R — R, B(x) = 22

1.2.1. Lineéaris leképezés matrixa

Az A:V — W linearis leképezés A matrixa a V' és W vektorterek rogzitett bazisai mellett felirhato ugy,
hogy teljesiil A(v) =A-v YveV

A matrix oszlopai a kiindulasi tér bazisvektorainak képei a képtér bazisaban felirva.

Example 1.

o A:R? — R? forgatas az origo koriil +90° fokkal

Mindkét térben a kanonikus bézist (2, 7) tekintve Ay = ((i _01)

A kiindulasi térben az 4, j, a képtérben a j, ¢ bazist tekintve Ay = <(1) _01>
e B:R? = R? tilkrozés az x tengelyre

Mindkét térben a kanonikus béazist tekintve By = <(1) _01>

A kiindulasi térben a j,1, a képtérben az ¢, j bazist tekintve By = <_01 (1))
1.3. Képtér, magtér
AV — W linearis leképezés

e képtere Im(A) = {w e W | v e V A(v) = w}
azon vektorok W-ben, amelyek elGallnak valamely V-beli vektor A leképezésnél vett képeként

e magtere Ker(A) = {v eV | A(v) =0}
a W vektortér nullvektoraba képz6dé vektorok

( N\

Example 2. Képtér, magtér kiszamitasa

Legyen adott az A : R? — R3 leképezést, melynek matrixa a kanonikus bazisban felirva az alabbi.
Hatéarozzuk meg a leképezés képterét és magterét!

1 2 -1 1 2-1]0 1 2 —-1190 1 2 —11]0 1 0 1]0
A:(z 3—1), A:c:O—><2 3—1‘0>~<0—1 1 ‘o)~(o—1 1 ‘O)N(O—ll‘o) (1)
11 -2 11-210 03 —310 00 010 00010

TV
Gauss elliminécié - mind a képtér mind a magtér kiszdmitdsdhoz hasznos

- a képtér az A matrix fliggetlen oszlopai altal kifeszitett vektortér
- a magtér az Ax = 0 egyenletrendszer linearisan fiiggetlen x; megoldasvektorai altal kifeszitett vek-
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1.4 Determinéns, rang 1 MATEMATIKAI OSSZEFOGLALO

tortér.
Ax; =0, Vi =1,r, ahol r = dim(Ker(A))
T
2
v:ZCimi:O & =0 Vi=1,r 2)
i=1
1 2 =1l
weo=a((4). () weto={o-(7)]r<7) ”
 Theorem 1. Dimenzié-tétel |
Tetszoleges A : V. — W linearis leképezés esetén teljesiil: dim(Ker(A)) + dim(Im(A)) = dim(V)
& J
Example 3. Linearis egyenletrendszer altalanos megoldéasa

Adjuk meg Ax = b lineéris egyenletrendszer dltaldnos megoldasat.
El6szor hatarozzuk meg a Ax = 0 homogén egyenletrendszer dltaldnos megoldasat:

k

xy € {Z v | o ER, v; €R™, i = L/c} = span(vy, .., v;) = Ker(.A) (4)
i=1

Ezutan kiszamoljuk (barmilyen modszerrel) Az = b inhomogén egyenletrendszer egyetlen specialis meg-

oldasat: g ;5. Ekkor az inhomogén egyenletrendszer altalanos megoldasa:

k
Tin € {wo,m + Z Q;V;

=1

a; €R, v; eR", i = M} =:"xq i, + Ker(A)” (5)

[ Matlab 1. null, orth, rank )

Egy A matrixaval megadott linearis leképzés magtere (nulltere) matlabban a kovetkezs képpen sza-
molhato ki:

>»>A=[12-1;23-1;-11-217;
>> null(A)
ans =
-0.5774
0.5774
0.5774

A leképzés képtere is kénnyen kiszamithaté az orth fiiggvénnyel, azonban ez a fliggvény a képtér
bazisvektorait ortogonalizalja:

>> orth(4)

ans =
-0.5345 -0.0000
-0.8018 0.3162
-0.2673 -0.9487

Konnyen ellenérizhetd, hogy a képtérre kapott két bazisvektor egymésra merdleges.
Tekintve, hogy A : R? — R3 (vagyis a V megegyezik W-vel), Ker(A) @ Im(A) = R?, ezt Matlab-al igy
ellenérizhetjiik:

>> rank([null(A) orth(A)])
ans = 3

Vagyis a képtér és magtér bazisvektoraibdl képzett matrix teljes rang.

1.4. Determinéans, rang

2Kifejtési tételTetszoleges A € T " négyzetes matrix determinansa kiszdmithato egy sora/oszlopa ele-
meinek a hozzajuk tartozo elgjeles aldeterminansokkal vett szorzatait 6sszegezve. A determinéns kifejtve

n . .
az 1. sora szerint: det(A) = > a;j - (=1)"77 - D;;
j=1
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1.5 Mitrix invertalas 1 MATEMATIKAT OSSZEFOGLALO

ahol a;; az A matrix 7. sornak j. eleme, D;; a hozza tartozé aldeterminéns, melynek elGjele a sakktabla
szabaly szerint (—1)"17.

Sarrus szabdly: a 3 x 3-as determinans kiszamitasanak egyik gyors modszere
+ + +
ain a2 a1z - air a2

AN

a1 a22

ol

-
-
-

X
a1 a2

asi a32 as3 asi a32

a3

det(A) = ar1a22a33 + a12a23a31 + a13021032 — A13022031 — A11023G32 — 12021033

Egy matrix oszloprangja az oszlopai koziil kivalaszthatd maximélis sok fiiggetlen oszlopvektor sza-
ma. Asorrang hasonléan a métrix sorai koziil kivalaszthaté maximalisan sok fiiggetlen sorvektor szama.
A determinansrang pedig a sorok és oszlopok elhagyasaval kaphato legnagyobb négyzetes, # 0 deter-
minénst blokk sorainak szama.

e Tetszbleges A matrix sorrangja, oszloprangja és determindnsrangja megegyezik, jele rank(A)

e Egy A matrixot teljes oszlopranginak neveziink, ha rank(A) = oszlopok szama, teljes sorrangtnak,
ha rank(A) = sorok szama.

e Egy A négyzetes méatrix teljes rangi (sor- és oszloprangt) <=  det(A) # 0

1.5. Matrix invertalas

Az A € T™™ matrix invertalhaté < det(A) #0

Ha az A linearis leképezés matrixa A és az A~! matrix létezik, akkor ez a matrix az A~! linearis
leképezés matrixa, az egyes terekben az eredetivel megegyez& bazisokra vonatkozdan.

Matrix invertdlasa adjungalt métrix alkalmazdsaval: A~! = madj(fl)
ahol adj(A) az a matrix, amelyet ugy kapunk, hogy az A méatrix minden elemének helyére beirjuk a hozza
tartoz6 elGjeles aldeterminénst, majd a kapott matrixot transzponaljuk.
Specialisan A € R?*? esetben:
a b 1 1 d —b
(c d) det(A)a i4) ad — be (—c a> (6)

Specialisan A € R3*3 esetben:

T
. a2z a3 __|a21 az23 az1 a2
aip ar2 ais ) 1 +| as2 as3 a3l ass ‘H a3l as2
_ -1 _ a2 a3 a1l a3 a1 ai2
A= a2 ax ax A = det(A) _| a3z ass +| as1 ass ~las1 as2 (7)
. .. aiz ais _|a11 a13 ail aiz
a3r a32 as3 +| a2 a23 ‘ a21 a23 "H a1 a2

Example 4. (Inverz kiszamitésa 2 x 2-es esetben)
(12 - L (0 =2\ ., [0 —05
A= <—2 0) det(A) =4 adj(4) = (2 1 ) A= (0.5 0.25)

1.6. Sajatérték, sajatvektor

AV =V (Vegy K test feletti vektortér) linearis leképezés
sajatvektora az @ € V, @ # 0 vektor, ha IN e K A(x) =X\ =
Ekkor az x vektort az A leképezés A sajatértékhez tartozo sajatvektordnak nevezziik.
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1.7 Bézistranszformécié, diagonalizalas 1 MATEMATIKAI OSSZEFOGLALO

A sajatértékek a leképezés matrixabol szamolhatok. Nem szamit, hogy milyen béazisokra vonatkozoan
van felirva a matrix, a sajatértékek mindig ugyanazok lesznek, mivel a sajatérték a leképezés tulajdonsaga.
A sajatvektorok is ugyanazok lesznek, azonban a kiindulési tér bazisaban koordinatézva kapjuk ezeket.

A=z — Xx—-Axz=0 — (AN —-Azxz=0
Ez egy homogén linearis egyenletrendszer, melynek az @ # 0 vektor a megoldéasa, tehat létezik nem
trividlis megoldas, mely azzal ekvivalens, hogy az egylitthatomatrix oszlopai linedrisan OsszefiiggGek,
vagyis a determinansa nulla.

Figyelem! A karakterisztikus polinom a Lineéris algebra targybdél tanult alaktol eltérs, azonban
azzal abszolutértékben megegyezd, ezért azonos A értékek esetén nulla. A most hasznalt alaknél az A
matrixhoz képest a determinénsban nem csak a f6atlobeli elemek valtoznak, hanem a f6atlobeli elemek
is, a (—1)-szeresiikre.

e Karakterisztikus polinom: det(Al — A)
e A sajatértékek a karakterisztikus egyenlet gyokei: det(A — A) =0

e A sajatvektorok a (Al — A)x = O linearis egyenletrendszer megoldasai a megfelels A\ értékekre
kiil6n-kiilon szdmolva

( Example 5.

Hatarozza meg az alabbi matrix sajatértékeit és sajatvektorait!

CE W)

-2 A+3
A sajatértékek: A1 =1, Ay = —3

‘z(x\—l)()\—i—i’u) (8)

A A\ = 1 sajatértékhez tartozo sajatvektorok szamolasa:

0 0(0 1
(_2 4 O) - 2z+4y=0 —» y=z/2 — v1—<1/2)-p p € R\ {0}

A Xy = —3 sajatértékhez tartozo sajatvektorok szamolasa:

—4 0|0 0
<_2 0 0> - —dr=-2x=0 —> =0 — UQ_(1>.q qER\{O}

& J

[ Theorem 2. Cayley-Hamilton )

Minden métrix kielégiti a sajat karakterisztikus egyenletét. Specidlisan A € R?*? esetben:

Karakterisztikus egyenlet: A\* + M tr(A) + det(A4) = 0 9)
Ennek kovetkeztében: A% 4+ Atr(A) + I det(A) =0 (10)
( Example 6. Cayley-Hamilton )

Legyen adott a kovetkezé matrix:
’/\ -1 -2

12
A_(‘s 4) -3 A-4

5 o« 4 o g (T 10\ (5 10 (2 0)_(0 0
4 5A2I_<1522 15 20) ~\o 2) = \0 0 (12)

| J

‘:()\—1)()\—4)—6:>\2—5)\—2 (11)

1.7. Bazistranszformacié, diagonalizalas

Egy vektortérben az éppen tekintett bazis hatarozza meg a vektorok koordindtamatrixat, ett6l azonban
néha el kell térni. Ez egy linearis leképezés alkalmazasaval valosithato meg, melynek métrixat dgy kapjuk,
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1.7 Bézistranszformécié, diagonalizalas 1 MATEMATIKAI OSSZEFOGLALO

hogy a matrix oszlopaiba irjuk az 1j bazisvektorokat a régi bazis szerinti koordindtazva, majd a kapott
matrixon invertdljuk. A métrix, és ezaltal a leképezés mindig invertalhat6é, mivel bazist bazisba visz,
melyeknek vektorai linedrisan fiiggetlenek. Jeldlje egy @ € V' vector [e] bazis szerinti koordindta matrixat
T, egy Uj [v] bazis szerinti koordinatamatrixat pedig zp,)- Legyen S matrix, melynek oszlopaiban az 4]
béazisvektorok talalhatok S = ['vl, - vn] Pontosabban fogalmazva, az S matrix oszlopai az 1 bazisvek-
torok [e] bazisban felirt koordindta métrixai legyenek: S = [v1[], ..., Un[¢]]. Ekkor

STz =@ 5o = g
Tehat az S matrix altal leirt leképezés valdjaban az 0j béazisra vonatkozé koordinatazast a régire
transzformalja, és az S~ matrix transzformal az 1j bazisba.

Example 7. (allapottér transzformacioknal lesz fontos) Linalg ,SAS-TAS” emlékeztets

Legyenek a kivetkezs vektorok V' = R? vektortérben ([e] = [e1, 2] kanonikus bézisban felirva):

1 0 0 —1 1 2
€1le] = (0) €2[e] = (1) Vile] = <1> V2[e] = ( 0 ) Wile] = <1> W2le] = <_1> &)

Ekkor [e] = [e1, 2] a kanonikus bazisa R%-nek, [v] = [v1,vs] és [w] = [w1, ws] pedig nem kanonikus
bazisai V-nek. Tekintsiink egy A : V — W, (V =W = R2) lineéris leképzést, melynek matrixa a

kanonikus bdzisbol képezve kanonikus bazisba (V[ 4, Wie):

0 -1
a=(0 ) ”
A kiindulési térben a kanonikus bazisbdl 4t szeretnénk térni [v]-re, a W képtérben (ahova A képez)
pedig at szeretnénk térni [w] bazisra. Definialjuk a kovetkezé matrixokat:

0 -1 _ 0 1
S = (vig w2p) = (1 0 ) 7 St= <_1 O> (15)

1 2 _ 1/1 2
T .= (’wl[e] 'wz[e]) = <1 _1> , T 1 — g (1 _1> (16)

Vife] = Sei[e} illetve €i[e] = S_lv,-[e] (17)

ekkor

ugyanez w-re is igaz. Ha adott egy @ € V. Legyen ezen vektor koordinata métrixa az [e] kanonikus
béazisban @) = (§), vagyis

x=3e; = (e e) <g> = T = <3> : (18)

Ugyanakkor, ha a vektorok megegyeznek, akkor a koordinatamatrixuk is megegyezik, ezért a kovetkezét

is frhatom:
3\ _(1]0\ (3\ _ (3
) = 3e1p = (€1 e2fe)) <0> = <0 1> ' <o) = <0> : (19)

Hasonloképpen irjuk fel « vektort [v] bézisban. Igy induljunk el:

) = (3) =857 <3> = (vifg v2p9) S~ (3) (20)

Ez azt jelenti, hogy a kovetkezd Osszefiiggés all fenn a vektorok kozott:

e s () = e (-0

Ha adott egy linearis transzformécio: A:V — W, A(x) = y, akkor

T = Szp Y = TYp) = (e1 e) z=(v1 v2) Y

_ ; , ; (22)
xp =S 15'3[61 Y =T ly[e] y=(e1 e) Yl = (w1 wy) “Ylw)
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1.8 Kvadratikus alak 1 MATEMATIKAT OSSZEFOGLALO

Az xpy), Ty, Yle €S Y[ koordindtamatrixokat nem is igazan illetné meg a vastagitott vektorjelolés,
ugyanis ezek fiiggnek a bazisvektorok (azaz a koordinatarendszer) megvélasztasatol, az x és y vektorok
azonban a V és W vektorterek két joldefinialt pontja/helyzetvektora, tehat a koordinata rendszer
megvalasztasatol fiiggetlenek. (Peldaul, a térben az asztal sarka egy joldefinialt pont, azonban ezen
pont koordinatai a koordinatarendszer megvalasztasanak fliggvényében valtoznak.)

A

v = Az Ve = Wi
A=y ¢ ¥ g1 (Q 17t = (A=T1'4s (23)
vl Vi = W
A

Ellenérzés:

A —il =il -1
Yw) = ATp) =T A STy =T Az =Ty = Yju) 24
— — (24)

Egy A : V — V linearis transzforméci6 méatrixa diagonalis, ha a sajatvektorok bazisara vonatkozdan
irjuk fel. A sajatvektorok azonban nem minden esetben alkotnak bazist, ezért nem minden leképezés
irhato le diagonalis matrixszal.

Egy linedris leképezés méatrixa diagonalizalhat6é akkor és csak akkor, ha minden sajatértékére annak
algebrai és geometriai multiplicitdsa megegyezik.

e egy A sajatérték algebrai multiplicitasa k, ha A k-szoros gyoke a karakterisztikus polinomnak.

e egy )\ sajatérték geometriai multiplicitdsa k, ha a A\-hoz tartozo sajataltéer (\-hoz tartozo sajatvek-
torok altal alkotott altér) k dimenzids.

0 -3 -3
Example 8.A= -3 0 -3 — )\172 = 3, )\3 = —6
-3, =3 0

A 3 sajatérték algebrai multiplicitasa tehat 2, a 6 sajatértéké 1.

—1 -1
A12 = 3 sajatértékhez tartozo sajatvektorok: v = | 1 | -p, va=| 0 | -q¢ p,g e R\ {0}
0 1
1
A3 = —6 sajatértékhez tartozo sajatvektorok: vg= (1| -r re R\ {0}
1

A 3 sajatérték geometriai multiplicitasa tehat 2, a 6 sajatértéké 1, mindkét sajatértékre a multiplicitdsok
paronként megegyeznek, ezért a matrix diagonalizalhaté. Ha a sajatvektorokat oszlopaiban tartalmazé
matrix S, akkor a leképezés diagonélis matrixa

D=S"'14.8 - A=S-D-57!
-1 -1 1 -1 2 -1 30 0
S=(1 0o 1] Sst=4-[-1 -1 2 - D=0 3 0
0 1 1 11 1 00 —6

1.8. Kvadratikus alak

A kvadratikus alakok Q(x) : V' — T alaku leképezések, ahol V egy T test feletti vektortér. Mi specidlisan
Q(x) : R* — R leképezésekkel foglalkozunk. Altaldnos alakja:

n

Q(xl,...,xn) = Z aijxixj

ij=1
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1.8 Kvadratikus alak 1 MATEMATIKAT OSSZEFOGLALO

A kvadratikus alak felirhaté matrixszorzat alakban is, ahol a;; = A;; a métrix megfelel6 elemei. A mét-
rixszorzas definici6jabél adédéan ez skalarszorzat alakban is irhato.

Q(x) = x" Az = (Az, )

A kvadratikus alakhoz tartozé métrix nem egyértelmt. A f6atlobeli elemek egyértelmiiek, ezek az z7
alaku tagok egyiitthatoi, azon kiviil azonban csak az a;; + aj; Osszegek ismertek (i # j).

Példa:

Q(x) = 373 + 4x129 — 23 kvadratikus alak tobbféle métrixszal lefrhaté

3 4 3 2
a=(o ) w00
A szimmetrikus matrix egyértelmiien tartozik a kvadratikus alakhoz, ezért ezt nevezziik a kvadratikus

alak matrixanak (a példaban Ay matrix).

Egy kvadratikus alak egy vektorhoz egy valés szdmot rendel. Ennek lehetséges elGjele alapjan oszté-
lyozzuk a kvadratikus alakokat, illetve ezzel ekvivalensen a szimmetrikus matrixokat. (Kés6bb ezt sokszor
fogjuk hasznalni stabilitasi vizsgalatok soréan.)

A Q(z) kvadratikus alak, illetve az ezt leir6 A szimmetrikus matrix

e pozitiv definit, ha (Az,z) >0 Vo e R"\ {0}
Megjegyzés: minden kvadratikus alak a nullvektor esetén nulla értéket vesz fel, (A-0,0) =0

e pozitiv szemidefinit, ha (Az,xz) >0 Ve ecR"”
és Jy # 0, hogy (Ay,y) =0

e negativ definit, ha (Az,x) <0 Va e R"\ {0}
e negativ szemidefinit, ha (Az,xz) <0 Vr € R" és Jy # 0, hogy (Ay,y) =0
¢ indefinit, ha pozitiv és negativ értékeket egyarant felvesz a kvadratikus alak.

A kvadratikus alakhoz tartozé A szimmetrikus matrix A; sajatértékei valdsak, melyekkel a fentiekkel
ekvivalens feltételek fogalmazhatok meg. A Q(x) kvadratikus alak

e pozitiv definit < Vi A >0

e pozitiv szemidefinit & Vi \; >0é 35 \; =0
e negativ definit < Vi \; <0

e negativ szemidefinit & Vi A\, <0é 35 A\ =0
e indefinit <« JiA>0és35 )2 <0

A kvadratikus alakot leir6 métrix is diagonalizdlhato. Mivel egy szimmetrikus matrix kiilénb6zé
sajatértékeihez tartozé sajatvektorok ortogonalisak, ha diagonalizdlhaté, akkor ortonormalt sajatbézis
szerint is diagonalizdlhat6. Amennyiben valamelyik sajatérték geometriai multiplicitdsa nem 1, és a
szamolas soran nem ortogonalis sajatvektorokat kaptunk, akkor valamilyen ortogonalizéacios eljarassal (pl.
Gram-Schmidt ortogonalizacid) elérhetd, hogy a sajatalteret ortogonélis vektorok generéljak. Emellett a
vektorokat minden esetben normalni kell.

Ekkor ha S az ortonormalt bazis vektorait tartalmazoé matrix, akkor S~ = ST

A=S-D-S71
2l A x=2"-5-D- St x=(x"- (S)-D-(S7'-x)=(ST-x)"-D(-S7! - x)
y:Sfl.x:ST.w — CUTszyTDy
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1.9 Matrix Kalkulus

1 MATEMATIKAT OSSZEFOGLALO

1.9. Matrix Kalkulus

Az exponencialis fiiggvény (exp(z) = e”) az alabbi hatvanysorral definialhato.

.k
e’ = Z % (Taylor sorfejtés)
k=0

Elképzelhetd, hogy egy fix paramétere is van a fiiggvénynek, példaul: a € R konstans, és ¢t az id6§ valtozo

e“t:1+at+a7+...:

2t2

> aktk

k!

k=0

Az exponencialis fiiggvényt kiterjeszthetjiik métrixokra (méatrix exponencialis),
ekkor exp : R™*"™ — R"*"™,

2t2

eM =T+ At +——+

2

Tulajdonsagok:

e ¢0 =17, ahol 0 € R™" nullmatrix

A3¢3

6

. Ak¢k

k!
k=0

e Ha AB = BA akkor eef = eATB. Altalaban nem igaz a képlet, mivel a matrix szorzds nem
kommutativ.

o cleA =T

o cAteAs — gAt+s) ahol A € R, t,s € R
0 kik ° k Kk
€At€As _ A%t A¥s
k! k!
k=0 k=0
A2 A3 A2s2 A3g
= (T A+ =+ S+ )+ As S 63 )=
1 1
= I+Aa+sy+5A%ﬂ+2w+s%+6A%§+3w?+&%+s%+“.
_ Lo 2 13 3 = AR+ )
— I+A@+s)+§A(t+g +6A(t+@ +“,_g%k!
® uc]i(eAt) — AeAt — oAt 4
d a 2 L 30 Ek—1
— A+ A%t 4+ —A32 + . ARt
prA FAEE AT T

eB:I+B+g!2+...:I+B:<1 O)

A_B

ee” =

= fuI+A¢+%A%2+”J:(I+A¢+%A%2+”)A

0 1 0 0
Example 9.A—<0 0) B_<1 O)

eA:I+A+§!2+...:I+A:<1 1)

2 1 BA _
(1 1) eBeA —

0 1 10 0 1
e”B_I+<10>+<O]>-;+(1(J-;+M_Iml+;+L+“)+F«1+§+é+“)_
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1.10 LDE 1 MATEMATIKAT OSSZEFOGLALO

- (3 o)

p
Proposition 3. tetszoleges diagonalizalhato matrix exponencialis fiiggvénye

~

e

A=S8DS™ ' = et =S5ePS™! = Sexp . St = Sdiag(eh, e*”)S*1 (25)

. J

Proof (inkabb csak levezetés).

M
AF=spks=t | DF=| . | =diag(\}, .., Ab) (26)
)\k
Teljes indukcié:
AR = A4 = (SDF1 ST (SDST!) = SDks ™! (27)

Ekkor a kovetkez6ket csinalhatjuk:

00 k o] o0
A = %:szﬁs— Sdmg(Z/\ .,;ﬂxﬁ)yl:Sdiag<eh,--,e“)5‘1 (28)

k=0 k=0
Tehat, valoban e = SePS—1. O
e )
Matlab 2. Matrixexponencialis kiszamitasa — diagonalizacié (A = SDS™1) eig,expm,diag
>> A = rand(3,3) D = >> S * expm(D) / S
A= -0.1879 0 0 ans =
0.8147  0.9134  0.2785 0 1.7527 0 3.2881  2.2290  1.3802
0.9058  0.6324  0.5469 0 0  0.8399 2.2617  2.8712  1.7128
0.1270  0.0975  0.9575 0.4615  0.3910  2.7554
>> [S,D] = eig(A) >> expm(A)
S = ans = >> S * diag(exp(diag(D))) / S
0.6752 -0.7134  -0.5420 3.2881  2.2290  1.3802 ans =
-0.7375  -0.6727  -0.2587 2.2617  2.8712  1.7128 (... ugyanaz )
-0.0120 -0.1964  0.7996 0.4615  0.3910  2.7554
& J

1.10. Alland6 Egyiitthatés Linearis Differencidlegyenletek

(A tovabbiakban a vektorértékd valtozok, fiiggvények (pl. «) nem lesznek kiemelve.)

A targy keretében féleg elsérendt linearis differencidlegyenletekkel foglalkozunk.
&(t) = Az(t) x(0) =z € R"

1. Ha A € R (skalaris eset), akkor a valtozok szétvalasztasanak modszerével meghatarozhat6 a meg-
oldéas.
Megoldas: z(t) = eAlrg, ahol zo € R skalar

2. Ha A € R™", akkor sziikséges az e mk:i‘irix kiszamitasa.
Megoldas: z(t) = eAtJQ‘ ] eAl = 300 AL
Kozelites: I+ At + 45 + ..

Példa: Adott az alabbi csatolatlan differencialegyenlet rendszer
T = —I1
i’g = 2:132

Amely atirhato a kovetkezs alakra
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2 ALTALANOS PELDAK SZABALYZOTT RENDSZEREKRE

Mivel csak a diagonilis elemek nem nullak, a rendszer csatolatlan, ezért a valtozok szétvalasztasanak
modszerével a differencidlegyenlet megoldhaté.

r1(t) = cret
_ 2t
xo(t) = o€

ahol ¢; = z1, és ca = 29,

2. Altalanos Példak Szabalyzott Rendszerekre

T e u y
~()——{ Controller System
Ym
Measurements

Rendszer: Olyan fizikai vagy logikai eszkoz, amely jeleken végez valamilyen miiveletet. (Bemend
jeleket dolgoz fel, és kimend jeleket allit elG.)
Példa rendszerekre, és szabdlyozasra

o Auto sebessége: beavatkozas: gazpedal, érzékelés: sebességmérs, szabalyozas: human vagy tempo-
mat

o Hiit&szekrény hémérséklet: beavatkozés: hiit6kdzeg mozgatasa - kompresszor, érzékelés: hémérs,
szabalyozas: szabdlyoz6 automatika beallitott hémérséklet elérése érdekében

e Tovabbi példak talalhatoak az FSB kiényv els6 fejezetében, lasd a targy honlapjan!
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