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1. Legyen H egy Hilbert tér, benne (en) egy teljes ON rendszer. NεIN egy rögzített
természtes szám. Az A : H → H operátort a következ®képpen de�niáljuk:

ha x =
∞∑

n=1

xiei, akkor Ax :=
N∑

n=1

xiei.

Igazoljuk, hogy

(a) (2 pont) AεB(H).
(b) (5 pont) ‖A‖ = 1.
(c) (3 pont) A projekció (azaz altérre vetítés, illetve A2 = A).
(d) (8 pont) Spektruma σ(A) = {0, 1}.
Válaszait indokolja.

2. Legyen H = L2[0, 1] Hilbert tér. De�niáljuk az alábbi korlátos lineáris operátort:

T : f 7→ Tf, Tf(s) := s · f(s).

(a) (6 pont) ‖T‖ =?

(b) (6 pont) Igazoljuk, hogy T önadjungált.

3. (8 pont) Legyen X = IR3 és Y = IR2, mindkett®ben az ‖ ‖1 normát tekintjük. Ha
TεB(X,Y ), akkor van egy olyan A mátrix, melyre T : x 7→ Ax. Határozzuk meg
ennek normáját.

4. (6 pont) Határozzuk meg T spektrumát, ha TεB(`2) az alábbi operátor:

T (x1, x2, x3, x4, . . . ) =
(x1

2
,

x2

22
,

x3

23
, . . .

)
.

A spektrum mely pontjai sajátértékek is egyben?

5. (8 pont) A H Hilbert térben egy (xn) sorozat gyengén konvergál valamely x0 ponthoz.
Igazolja, hogy ekkor

∀yεH : lim
n→∞

〈xn, y〉 = 〈x0, y〉.


