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Analizis III. 1. heti feladatok
2017. szeptember 14.

Ismétlés: Vektormezd. Derivalt.
1. Irjuk fel azt az R? — R3 tipust vektormezét, melyre

(a) - tér minden (z,y, z) pontjabol az origoba vezets 1t feléig mutat a vektor.

(b) - az F vektormezd azt az x tengely koriili (jobb sodrasiu) rotaciot reprezentédlja, melynek
konstans w sebessége van.

2
2. Legyen F : R? — R? az a vektormezd, melyre F(z,y) = <29; :52>

(a) DF(z,y) =7
(b) Milyen (z,y) esetén nem invertalhaté a Jacobi matrix?
(c) Ha F invertalhato (0,0)-ban, legyen az inverze G. Mennyi DG(0,0)?

i+ bz

T
J+ f& = <, — > . Mi lesz a vektormezo Jacobi matrixa, DF =7
-y

3. Legyen F(z,y,z) = ,
z'xy

SIS
8w

4. Szamitsa ki G derivaltjat, ha G(z,y, 2) = (2%y, yz, 2yz?). DG =?

5. Legyenek f,g : R® — R valos differencidlhato fiiggvények és F : R? — R? differencidlhaté vek-
tormezd. Igazoljuk az alabbi "szorzat derivalasi szabalyok"-at:

(a) grad (fg) = f-grad g +g-grad f.
(b) D(fF)=F -grad f+ f- DF. (A jobboldal els6 tagjaban diadikus szorzat van.)

Ismétlés: Vonal R%-ben és R3*-ban. Vektormezd vonalintegralja gérbe mentén. Vektormezd
potencialja.

6. Irjuk fel a paraméteres megadésat annak az origoé kézéppontt ellipszisnek, melynek tengelyei 2a és
2b hosszuak. Legyen I' ennek az ellipszisnek az a negyede, melynek kezdépontja A(a,0), végpontja
B(0,b). Irjuk fel pareméterezését.

7. Integraljuk az F(z,y) = (2% y?) vektormez6t fenti I' gorbe mentén.

3x2y2z
8. Szamitsuk ki az G(x,y, z) = 223y 2 vektormezd vonalintegraljat a P(1,2,3) pontot az origo-
3,2
Yy
val 6sszekots egyenes szakasz mentén. Az irdnyitas 0-bol P-be vezet.

Yz
9. Szamitsuk ki az H(z,y,z) = | zz | vektormezd vonalintegraljat egy I' vonal mentén.

Ty
(a) T ={~(t) = (23,3t — 5,t) | t € [0,3]}.

(b) T'a P1(—1,2,0) és P»(5,5,9) pontok kozotti, koordinatatengelyekkel parhuzamos egyenes sza-
kaszokbol allo ut. Az irdanyitas Pi-bdl Ps-be vezet.

10. Potencialosak/e a fenti feladatban szerepls f, G, H vektromezsk? Ha igen, irjuk fel egyik poten-
cialfiiggvenyiiket. (Vajon egyértelmii-e a potencialfiiggvény? Miért?)

11. Egeészitsiik ki az alabbi 4llitast (tobbféle megoldés lehetséges):
Allitas. Adott S C R3 nydt és dsszefiiggd tartomdny. F : S — R3 vektormezd. Ekkor F pontosan
akkor potencidlos, ha .......
Ez alapjan ellenérizziik le az el6z6 feladatok szamolasait.
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Analizis III. 2. heti feladatok
2017. szeptember 22.

Vektormezd. Derivalt jellemzése: divergencia és rotacidé. Skalar- és vektorpotencial.

vz oz y/z
1. Legyen F(z,y,2) = Zi+ —j+—k=| z/x |. Szamoljuk ki a kovetkezsket:
2= =
Y z/y
(a) div (F) =7 (b) rot (F') =7

2. div (grad (|r]°)) =?

3. Legyenek f,g : R — R valés differencialhaté fiiggvények ¢s F,G : R? — R? differencialhato
vektormezdk. Igazoljuk az alabbi "szorzat derivalasi szabalyok"-at:

(a) V(fg)=f-Vg+g-V/.

(b) div (fF) = (F,Vf)+ f- div (F).

(¢) rot (fF)=VfxF+f- rot (F).

(d) div (F x G) = (G,rot (F)) — (F,rot (Q)).

a

4. Milyen a és b értékekre lesz konzervativ (azaz skaldrpotencialos) az alabbi vektormezs:

yz?

F(z,y,2) = | 222 +ayz
bryz + y?

Erre az értékekre hatarozzuk meg F' egy skaldrpotencialjat.
Vonalintegral. Cirkulacio.
5. Specialis esetként legyen a C' C R? gérbe egy valos fiiggvény grafja:
V() = (te(t),  telab].
Mi lesz egy kétvaltozos f(x,y) fiiggvény vonalintegralja: /Cf(ac,y)dl =7

6. “ Vonalintegrdl értéke fiiggetlen a vonal paraméterezésétol”: integraljuk az f(z,y) = 2%+ 3y skalarmezat
a P(1,2) pontot és az origdt 0sszekotd egyenes szakasz mentén két féle paraméterezés mellett.

I = {7(t) = (t,2t),t € [0,1]} = {12(t) = (0.5¢,¢),t € [0,2]}.

7. Adott a sikon a C' egységnégyzet, melynek étellenes csucsai (0,0) és (1, 1), korbejards az 6ramutato
jarasaval egyez6. Mennyi a cirkulacidja az F(z,y) = (x,y) vektormezének C-re vonatkozoan?

8. Legyen f(z,y) = sin(x) cos(y).
(a) Hatérozzuk meg az F' = V f vektormezét.

(b) Mennyi lesz / (F,dl) maximalis értéke a sikbeli lehetséges gorbék mentén? Adjunk meg egy

C
lehetséges gorbét, ahol ez a maximalis érték elérhetd.

D1* Tegyiik fel, hogy az f(z,y,2) és g(z,vy,2) fiiggvények gradiense ugyanaz egy D C R3 Osszefiiggs
tartomanyban. Igazoljuk, hogy ekkor Jc konstans, melyre f(z,y,z) = g(x,y,z) + ¢ ebben a D
tartomanyban.

D2* Tegyiik fel, hogy az F és G differencidlhato vektormezskre rot (F') = rot (G). Mit mondhatunk az
F és G vektormezkrol?

Matematikai analizis IIT.
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Analizis III. 3. heti feladatok
2017. szeptember 28.

Feliileti integral. Feliilet felszinének kiszamitasa. Fluxus.

Megj.

Egy S = {s(u,v) | (u,v) € D} feliilet felszinét az f(x,y,z) = 1 fiiggvény feliiletintegraljaval lehet

kiszamitani, azaz
A(S) = // ds = // s, x SLHd(um) (1)
S D

. Legyen D C R? egy paramétertartomany, ¢t : D — R folytonosan differencialhaté fiiggvény. A

fiiggvény felillete S = {(u,v,t(u,v)) | (u,v) € D}. Igazoljuk, hogy ennek felszine:

A(S)://D\/l%—thrt’ﬁ d(u,v).

. Milyen feliiletet definial az S = {(u,v) = (ucosv,usinv,u) | u € [0,1],v € [0, 27]}.

Mennyi a felszine?

Legyen F(z,y,z) = (1,0,0), és S az x + y + z = 1 siknak az a része, ami az els¢ tér-nyolcadba esik.
Hatarozzuk meg a vektortér fluxusat.

. Legyen s:[0,1] x [0,1] = R3, s(u,v) := (u+v,u —v,u) egy feliilet és legyen f(z,y,2) :=x+y+2

egy skaldrmez6. Szamitsuk ki az [[¢ f dS feliileti integralt.

Legyen s : [0,1] x [0,1] = R3, s(u,v) := (u+v,u — v,u) egy feliilet és legyen F(z,y, z) := (y,x, 2)
egy vektormezs. Szamitsuk ki az ffs FdS feliileti integralt.

M az orig6 kizept, 4 sugari gomb felss fele, és F(z,y,2) = (y,x, 2).
Hatarozzuk meg F' fluxusat M-re nézve.

A vektoranalizis klasszikus integraltételei 1. Gauss-Osztrogradszkij-tétel .

7.

9.

D3~

Legyen S feliilet egy kétvaltozos fiiggvény feliilete: S = {(z,y,t(x,y)) | (x,y) € D}, és n a feliilet
normélvektora. Igazoltuk, hogy ekkor

//5 flz,y,2z) dS = //D f(x,y,t(x,y))\/m d(z, y).

Igazoljuk a G-O tételben felhasznalt lemmat:
J| 1@y ey as == [[ faoten) da)

Hatarozzuk meg F(z,y,z) = (z,2y,5z) fluxusat a dM-re nézve, ahol M az origé kézéppontu, 2
sugard gémb. Ellenérizziik a Gauss-Osztrogradszkij tételt ebben a konkrét esetben.

“Igazoljuk” a Divergencia tételt abban a konkrét esetben, ha M az x? + 32 = 4 henger egy darabja
melynek fels§ illetve alsé korlapja a z = 4 ill. z = 0 sik ban van. Tovabba az integralandd
vektormezd:

(a) Fz,y,2) = (z*,y°,0) (b) G(z,9,2) = (0,0,yz) () H(z,y,2) = (a,9% y2).

1
Legyen f($7y7z) = ;

(a) F =V f =7?Igazolja, hogy div F' = 0.
(b) Mennyi F' fluxusa az origo kozept, egységsugari gomb feliiletére nézve?
(c) Miért nincs ellentmondésban a fenti eredmény a Divergencia tétellel?

Megj. A fizikdban is talalunk ilyen fiiggvényt: az origoba helyezett Q) elektromos ponttdltés altal
keltett elektromos potenciél fiiggvénye:

1
V(l’,y,Z)zi-*, ahol r = /a2 4+ y2 + 22 (2)
r

47T€0

Matematikai analizis IIT.
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Analizis II1. 4. heti feladatok

2017. oktober 5.

A vektoranalizis klasszikus integraltételei I. Gauss-Osztrogradszkij-tétel. (Ismétlés)

1. Legyen S feliilet egy kétvaltozos fliggvény feliilete: S = {(x,y, t(z

A vektoranalizis klasszikus integraltételei 11. Stokes-tétel.

2.

normalvektora. Igazoltuk, hogy ekkor

) | (z,y) € D}, és n a feliilet

//Sf(w,y,z) dS://Df(m,y,t(:z:,y))m d(z, y).

Igazoljuk a G-O tételben felhasznalt lemmat:

//fxy, 2na(,y,2) dS = i/ f(, .z, y)) d(z,y),

[gazoljuk a Stokes tételt, ha F'(z,y, z) = (y, z, x), tovabba
M ésaz x+y+2z = 0sik és a 22 +y? < 1 henger metszete,
OM a hatara egy ellipszis (lasd abra).

Igazoljuk a Stokes tétel alapjin, hogy ha F : R? — R3
skalarpotencialos, akkor YC' zart gérbén

jiF(r) dr = 0.

. Legyen D = { (z,,0) | 22 + 9% < R2} Hatarozzuk meg

F(x Y,z) = (x+y+z 3x+2y+4z,5x—3y+z)

Legyen M az téglalap a térben, melynek cstcspont-
jai (0,0,0), (1,1,0), (1,1,1), (0,0,1). Legyen tovabba
F(z,y,2z) = (yz,xz,x2). Igazoljuk a Stokes tételt ebben
az esetben.

Legyen M az 2% + y? = 4 hengerpalastnak azon darabja, ahol z € [0,h], a hengert lezaré felss
korlappal egyiitt (a henger also része nyitott). Az irdnyitast ugy valaszthatjuk, hogy a felss korlapon
n felfelé mutat. F(z,y, z) = (—y,z,2?). Szamoljuk ki V x F fluxusit M-re

(a) kozvetlentil, két feliileti integral Osszegeként,

(b) Stokes tétellel.

A vektoranalizis klasszikus integraltételei III. Green-tétel. Alkalmazas teriiletszamitasra.

7. A Green tétel segitségével hatarozzuk meg egyetlen cikloid-iv alatti teriiletet.
A cikloid paraméterezése: z(t) = a(t — sin(t)), y(t) = a(1 — cos(t)), t € [0, 27].

8. A Green tétel segitségével szamoljuk ki egy deltoid teriiletét. A deltoid paraméterezése:
x(t) = 2acos(t) + acos(2t), y(t) = 2asin(t) — asin(2t), t € [0, 27].

Lo~ MW e o

Figure 1. A cikloid és a deltoid

9. F(z,y) = (—y>,23). Igazoljuk, hogy jl{ F(r)dr > 0 minden pozitiv irdnyitasa C' gérbe mentén.
C

D4* A klasszikus Stokes tétel alapjan bizonyitsuk be a Green tételt.

Matematikai analizis IIT.
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Analizis II1. 5. heti feladatok
2017. oktober 12.

Sokasag. Explicit és implicit megadas R"-ben. Erinté tér. Normal tér.

1.

[HF] 4.

gyakorl6: 8

D5*

(Részben ismétlés, drai anyag volt) Léssuk be, hogy S!' (a sikbeli az egységkor) egydimenzios
sokasag.

(a) Irjuk fel parametrikus megadasat a megfelels térképgytijteménnyel.
(b) Igazoljuk ezek kompatibilitasat.

(c) Mi lesz a gorbe implicit megadasa?

. 1 V3
(d) Irjuk fel a P (2, {) pontbeli érintéteret illetve a normélteret.

. Ha S'-t az R? térben adjuk meg, akkor mi lesz ennek a parametrikus illetve implicit megadéasa?

Hap € Rg, p= (.%'0, Yo, Zo). Mi lesz Tp =7, Np =7.
Igazoljuk, hogy az egységgomb feliilete R3-ban két-dimenzids sokasag:
2= {(z,9,2) : 2 +2+22=1} CR?

A sokasag paraméteres megadasat mutassa meg megfelels térképgytjtemény segitségével. Mi lesz
a sokasag implicit megadasa? Hatarozzuk meg a feliilet egy tetszéleges p = (xo, yo, 20) pontjaban
az N, normél teret és a T}, érints teret.

Legyen M az az origd kozéppontu ellipszis a sfkon, melynek egyik tengelye az x egyenesen 4 egység
hosszti, masik tengelye az y egyenesen egységnyi hosszu.

(a) Igazolja, hogy ez egy-dimenzios sokasag a sikon, hasznalja mindkét definiciot.

(b) Adja meg egy tetszéleges pontjdban a normal teret és a tangens teret.

Igazoljuk, hogy R2\{0}-ban a ~ relaci6 valoban ekvivalencia relécio.

Igazoljuk, hogy a valos projektiv sik, R? \ {(0,0)}/ ~, egy-dimenzi6s sokasag.
(Ez a p. 143. 9. feladat n = 1 esetben. )

Igazoljuk, hogy a v1 = (x1,y1) és vy = (w2, y2) vektorok &ltal kifeszitett paralelogramma teriilete
r1 X9

1yl (1)

(p. 113. Theorem 6.1.1. specialis esete.) Adott R™-ben két vektor: vi,ve € R", illetve az Gket
tartalmazo matrix A = (vi,v2) € R™2. Lassuk be, hogy az altaluk kifeszitett paralelogramma

teriilete T = y/det (AT A).

(p. 143. 8 feladat) Igazoljuk, hogy a toérusz két-dimenzios sokasdg. Adjuk meg egy lehetséges
paraméterezését.

T:

Torus

>

g

If we actually fold \

P

Matematikai analizis IIT.
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2-manifold Not a manifold

Figure 1. Sokaséig definicidjanak értelmezése, ellenpélda.

Figure 2. A torusznak, mint 2D sokasagnak, a lokalis koordinatatengelyei.

Matematikai analizis IIT.
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Analizis II1. 6. heti feladatok
2017. oktéber 19.

Elgkésziilet a formakhoz: paralelogrammak mértéke (ismetlés)

1. Igazoljuk, hogy a v; = (§1> és vg = <'z2) vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriilete
1 2

T T2
Yy Y2

T = . (1)

2. (Reészben az oOrai anyag specialis esete) Adott R™-ben két vektor, és az ket tartalmazé matrix:
v,weR", A= (v w)eR™ (2)
Lassuk be, hogy a v és w altal kifeszitett paralelogramma teriilete Videt AT A.
[HF4] 3. Mennyi a v = (1,2,3) és w = (3,2,1) vektorok &ltak kifeszitett paralelogramma teriilete?

Elemi formak. Formak. Kiilso szorzat.

4. Igazoljuk, hogy az elemi 1 - formadk kiils6 szorzata antiszimmetrikus:
do; Ndzj = —dzj A da; (3)

5. Végezziik el R%-ben a kovetkezs kiils6 szorzast: w A w, ahol w = dxy A dag + dag A day.
(Javaslat: hasznaljuk a kiils§ szorzat asszociativitasat, és antiszimmetridjat 1-formak esetén.)

6. Végezziik el R3-ban az w A 7 kiils6 szorzést, ha w = dag és 7 = da; A das.

7. Igazoljuk, hogy az elemi 1-formak kiils§ szorzata asszociativ:

dz; A (dzj A daxy) = (dz; A dxj) A day

8. Definicio 2.2.6. (jegyzet 37. old) szerint szamoljuk ki a dz13 A z4(A) := (dzy A dxs) A dza(A)-t, ha:

1 4 2
-3 6 0

A= 7 15 (4)
-4 1 7

9. Adott R2-ben két 1-forma: w = a1dx; + asdxe, 7 = bidzy + badxs.Igazoljuk, hogy w AT = Ddxy Adxs,

ahol
(a1 a2
o= )

(a) Mi lehet a hasonlé 4llitds R3-ban ill. R™ben?
(b) Mi van a ’hattér’-ben?
Differencial formak. Kiilsé derivalas.

10. Hatérozzuk meg dw-t és d(dw)-t az alabbi formakra:

(a) w1 = €™ cos(rq1x2) (b) we = x1dxy + x2das (¢) wg = wrx9x3 doy A das.

[HF9| 11. Igazoljuk a Poincaré lemmat R™-ben abban a specialis esetben, amikor
w = fdxq,
ahol f kétszer differencidlhato, n valtozos fiiggveny: Léassuk be, hogy ekkor d(dw) = 0.

12. Igazoljuk a Poincarré lemmat abban az esetben, ha w = f(x1, 22, x3) differencial 0-forma R3-ban.

Matematikai analizis IIT.
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Analizis II1. 7. heti feladatok
2017. oktober 27.

Differencial formak, kiilsé derivalas R3-ban.

1. Hatarozza meg dw-t és d(dw)-t az alabbi formékra:
(a) w1 = €” cos(zy) (b) wy = xdz + ydy (¢) wg = zyz de Adz.
2. e Vektormezok és formak kozotti izometria ismétlése R3-ban.
e derivalas, kiils§ derivalas
w = fdx + gdy + hdz «— (f, g, h)

e dx,dy,dz, elemei forméak <, 7, k-val valoé analégiaja

3. Adott két differencial 1-forma R3-ban:
w = fidx + fody + f3dz, 7 = g1dx + gody + gsdz.

Az el6adason megismert izomorfia szerint a megfelel§ vektormezsk:

bil g1
T(w)=F=|/f], Ti(r)=G= | g2
I3 93

Az w és 7 kiilsG szorzata w A 7 egy differencial 2-forma. Vajon ez milyen vektormezdének feleltethetd
meg? Mi lesz ennek kapcsolata F' és G-vel? (A valasz: vektorialis szorzat.)

Integralas sokasagokon.

4. Legyen R3-ban egy differencial forma differencial 2-forma:
(a) w= f(z,y,z) de AN dy (b) w= f(z,y,2) dz Adx
Legyen M C R3 olyan kétdimenzios sokasag, mely egy differencialhato kétvaltozos fiiggvény feliilete:
M ={ (u,v,0(u,v)) : (u,v) € R}, R CR%

Szamoljuk ki a sokasagon vett integralt: [, w =7

[HF] 5 Legyen R3-ban egy differencial 1-forma w = fi(z,y,2) do + fo(z,y, 2) dy + f3(z,y,2) dz. Legyen

M C R? egydimenzios sokasag. Szamoljuk ki a sokasagon vett integralt: w =7
M

Absztrakt Stokes tétel, specialis esetek.
6. Igazoljuk, hogy a klasszikus Stokes tétel az altalanos Stokes tétel specidlis esete, n = 3 és k = 2
valasztas mellett.
(Legyen az az egyszeribb eset, amikor M = { (u,v,o(u,v)) : (u,v) € R}, R C R%)
7. Igazoljuk, hogy a klasszikus Divergencia tétel az altaldnos Stokes tétel specidlis esete, n =3 és k =3
valasztas mellett.
(Legyen az az egyszerdbb eset, amikor M = { (u,v,2z) : b(u,v) < z < t(u,v), (u,v) € R}, egy

norméltartomany az R C R? felett.)

8. Igazoljuk, hogy ha F' : R?® — R? vektorpotencialos vektormezs, akkor minden zart S feliilet mentén

//F-ndS:O,
s

ahol n a feliilet egységnyi normalvektora minden pontjiban.

Matematikai analizis III.
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Analizis II1. 8. heti feladatok
2017. november 10.

Variacioszamitas 1. rész.

1. (Atvezet6 feladat, felszinszamitas) Adott az f : [a,b] — RY fiiggvény, és ennek grafjat forgassuk meg
az x tengely kériil. Igazoljuk, hogy az igy kapott forgastest felszinének mértéke:

b
27T~/ f(@)\/1+ f2(2) da.

2. Adott a sikon két pont A(a,a) és B(b,3), ahol a < b. Hatarozzuk meg a pontokat sszeksts gérbék
kéziil azt, amelynek ivhossza minimalis. Igazoljuk, hogy ez egyenes szakasz.
(Az alapfeladat és a stacionaris megoldédsra vonatkozo Euler-egyenlet atismétlése a cél.)

3. Hatarozzuk meg az alabbi integralhoz tartozé stacionarius fiiggvényt:

(a) I(u)= /01 (2u+ (u')2) de,  w(0)=0, u(l)=1
/2

[FF| (b) T(u) = /

—7/2

((u')2 - u2) dz, u(—7m/2) =u(r/2) =0

4. Irjuk fel a megfelels Euler-egyenletet az alabbi funkcionalok esetén és szamoljuk ki annak Osszes
megoldasat:

1 2
(a) I(u) = /0 (2 +u+ 3¢)de (b) I(u) = /0 (u+ zo)da

5. Irjuk fel a megfelels Euler-egyenletet és szamoljuk ki annak osszes megoldéasat az alabbi alapfiiggvények
esetén:

(a) F(z,u,v) =u?+2(u)* — 2usinz [HF] (b) F(z,u,u) = (u')* 4 2uu’ — 16u?

Allitas. Az alkalmazasokban leggyakoribb esetében, az alapfiiggvény F(z,u,u’) nem fiigg kozvetleniil 2-t6l,
azaz F = F(u,u) alaka. Ekkor definidljuk a kovetkezd energiafiiggvényt:

E(x) = F(u(z),ul(x)) —/(z)F., (u(m), u’(az)), avagy rovidebben: E = F —u'F), (1)
Ekkor a stacionarius megoldésok meghatarozasa végett elégséges megoldani az Euler-egyenlettel ekvivalens
E = F —u/F], = C differencialegyenletet, ahol C; € R konstans.

6. (Minimalis felszini forgastest) Keressiik az f : [0,2] — R kétszer folytonosan differencialhato,

e?+1
f(0) =f(2) = (2)
feltételeket kielégits fliggvények koziil azt, melyre a gorbe altal meghatarozott forgastest felszine min-
imalis.

L0 1ty (@)
7. Hatarozzuk meg a Bernoulli feladat megoldasat: T = T / - dz
g Eo _
a mg y(z)

8. (Elgondolkodtatd) Adjuk meg azt az u : [a,b] — R fiiggvényt, melyre u(a) = u(b) = ug és az u(x)
fiiggvény alatti elGjeles teriilet minimalis, vagyis f; u(x)dz minimalis. Adjuk meg a megfelels Euler-
egyenletet. Ha az energiafiiggvényt alkalmazzuk latszolag ellentmondasba titkdzlink, miért? Miért
nincs ellentmondéas?

D6* Hatéarozzuk meg az alabbi integralhoz tartozo stacionéarius w : [0,1] — R, w(0) = 0, u(1) = 1 fuggvényt:
1
1 N9 -1 0 <z< Z
1) = [@r@ an f@=4
0

1 ~<z<1
1=t=

Matematikai analizis IIT.
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Analizis II1. 9. heti feladatok
2017. november 16.

Variacioszamitas 2. rész.

1.

[HF]

Hatéarozzuk meg a Py(—1,0) és Pi(1,0) pontokat az y > 0 félsikban 1
osszekots adott L hosszusdgi vonalak kozil azt, amelyik integrdlja 5 [ 2
maximalis. (Az y = y(z) fiiggvény grafja alatti tertilet legnagyobb.)
Adjuk meg y(z) figgvényt L = 7, majd L = %77 esetén.

Extra kérdés*: Milyen L esetén van megolddsa a feladatnak?
Hatéarozzuk meg a sikon a Py(0,0) és P;(1,0) pontokat 6sszek6td von- ‘
alak koziil a legrovidebbet azok koziil, melyek alatti terilet adott A -1.5 / —
szdm. Extra kérdés*: Milyen T esetén van megolddsa a feladatnak? -2 1 0 1

Adott egyméstol 2z tavolsagra két oszlop, melyek kozott egy L > 2x1 hosszi kabel van felfiiggesztve.
Mi lesz ennek a kibelnek az alakja? Ez azt jelenti, hogy mikor lesz a kibel potencialis energiaja

miniméalis? Tekintsiik azon y : [—x1,x1] — R kétszer folytonosan differnecialhato fiiggvényt, melyre
y(x1) = y(—xz1) = y1 adott érték, és -
/ 14+ y?(x)de =L (1)
oz

[HF 9]

Egyenes henger feliiletén adott két pont. Hatarozzuk meg az Gket osszekots legrévidebb gorbét a
henger felszinén. (Legyen a henger alapja az x,y sik origo kozept egységkore. A henger paléastja ekkor
parhuzamos az z tengellyel. A pontok paraméterezése: (6,z).) Mi lesz a gorbe egyenlete abban a
konkrét esetben, amikor a két pont: P;(1,0,0), P»(—1,0,1).

Az egységgomb felszinén hatarozzuk meg két pontot 6sszekots legrovidebb gorbét. (Ezek a gdmbfelszin
geodetikus gorbéi.)

Egy f : [a,b] — R4 kétszer folytonosan differencidlhato, korlatos fliggvény altal leirt forgéstest fel-
szinén adott két pont. Hatarozzuk meg a forgastest felszinén a pontokat Gsszekotd gorbék kozil a
legrévidebbet.

Hatérozzuk meg, hogy adott keriiletti gorbe altal kozrezart teriilet mikor maximalis. Helyezziik el
az egyszerd zart gorbét a sikon 1gy, hogy a belsejében tartalmazza az origot. A gbrbe pontjainak
paraméterezése legyen (z(t),y(t)), 0 <t < 27, ahol t jeloli a pontot és az origot egyenes szakasz szogét
a pozitiv x tengelyhez viszonyitva. A gorbe hossza:

27 4
L= / NEOESE O (@)
0
(a) Igazoljuk, hogy a gorbe altal kozrezart tertilet igy szamolhato: 20
1 2m ) )
T = 3 (2%(t) + y*(t))dt. 3) o
0
(b) Irjuk fel a korlatozott variaciészamitasi feladatot.
_2 -
(c) Irjuk fel az “energiafiiggvény™-t, ami az optimalis gérbe mentén \ \ \

konstans.

(Sikinga mozgasegyenlete) Egy elhanyagolhat6 tomegi [ hossztu fonal egyik végét egy stabil ponthoz
rogzitjiik, a masik végére pedig egy m tomegt pontszerd testet helyezlink. Az igy kapott ingat adott
kezdeti szogbdl inditva szabadon engedjiik az (x, z) sikban. Adjuk meg az inga mozgasi és helyzeti
energiajat, majd a legkisebb hatas elvét kovetve vezessiik le az inga mozgésegyneletét.

Matematikai analizis III.
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Analizis III. 10. heti feladatok
2017. november 23.

Variaciészamitas 3. rész. Tobb fiiggvényt keresiink.

1.

[HF] 3.

Egy f : [a,b] — Ry kétszer folytonosan differencialhato, korlatos fiiggvény altal leirt forgastest
felszinén adott két pont. Hatérozzuk meg a forgastest felszinén a pontokat 6sszekotd gorbék koziil
a legrovidebbet.

(Folytatas) Specialis esetként mit ad a fenti szamolas, ha az f(x) = k konstans fiiggvényt forgatjuk
meg? Hogyan értelmezhetjiik a kapott optimalis megoldast?

Egyenes korkup felszinén hatarozzuk meg két pontot 6sszekotd legrovidebb gorbét. Legyen a kup
tengelye a z koordinatatengely, melynek palastja 0 szoget zér be a z tengellyel.

* Az egységgdmb felszinén hatarozzuk meg két pontot 6sszekotd legrovidebb gorbét.

Hatéarozzuk meg, hogy adott keriiletii gorbe altal kozrezart teriilet mikor maximaélis.

Helyezziik el az egyszert zart gorbét a sikon ugy, hogy 4|

belsejében tartalmazza az origot. A gbrbe pontjainak

paraméterezése legyen ol (z(t),y(t))
(z(t),y(t), 0<t<2m, ‘

ahol 7 jeloli a pontot és origdt 0sszekots egyenes sz0gét a pozitiv | A

x tengelyhez viszonyitva.
A gorbe hossza

A T ]

0 -2 0 2 4

(a) Igazoljuk, hogy a gorbe altal kozrezart teriilet igy szamolhato:
1

27
T = 2/0 (@2(t) + y2(8))dt.

(b) Irjuk fel a korlatozott variacioszamitasi feladatot.

(c) Irjuk fel az "energiafiiggvény"-t, ami az optimalis gérbe mentén konstans.

Variaciészamitas 4. rész. Kétvaltozos fiiggvényt keresiink.

6.

D C R? adott sima tartomany, ezen tekintiink ¢ : D — R kétszer differencialhaté fiiggvényeket
rogzitett peremfeltétel mellett. Mi lesz a stacionarius pontja az alabbi funkcionalnak:

1(6) = / /D IVé(z, ) |2d(z, ).

(Eléaddson szerepld példa tjra) £ hosszusagu és m tomegt hur rezgémozgast végez. A t id6pontban
a har pontjainak kitérését az u(t,x) fuggvény irja le, ahol 0 < x < ¢, és t; < t < ty. Tehat
w: [0,4] X [t1,t2] — R. Ezt a fiiggvényt keresstik.

A hir mozgasi ill. helyzeti energidja valamely ¢ idGpillanatban:

K(t) = % Oe WAt z)dr, V() = T/Oe («/1 Ful2(t,z) — 1) da,

ahol 7 > 0 ismert rugalmassagi egytittaht6. A Hamilton elv szerint egy [ti, t2] intervallumban a
har mozgésat leir6 fliggvény minimalizélja az alabbi koltségfiiggvényt:

to
/t (K(t) - V(t))dt.

1
Irjuk fel a megfelelé Euler egyenletet a stacionarius megoldéasra. Lassuk be, hogy ha |u/,| "kicsi",
akkor jo kozelitésként valoban az uf, = k?u/, hullamegyeletet kapjuk.

Matematikai analizis III.
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Analizis III. 11. heti feladatok
2017. november 30.

PDE 1. rész. Transzport egyenlet.
2. Oldjuk meg az alabbi elsérendid transzport egyenleteket.

up(z,t) +ul(z,t) = 0 up(w,t) +2-ul (2, t) = 2%+ dtx
(2) { u(xz,0) = e€* [HF ] { u(z,0) = 0
up(z,t) +ul(z,t) = x—t up(z,t) —2-ul(z,t) = 0
(b) { u(z,0) = €* [HF] { u(z,0) = sin(x)

PDE 2. rész. Laplace egyenlet.

2. (a) Legyen f : [0,7] — R folytonos fiiggvény, f(0) = f(m) = 0. Igazoljuk, hogy elgéllithato az
alabbi két alakban:

f(z) = Zak sin(kz), f(x)= Zﬂk cos(kz), z € [0, 7).
k=0 k=0

(Javaslat: Fourier sorfejtés specidlis alakjai.) A fenti szummaékban oy =7 S =7
(b) Legyen f :[0,1] — R folytonos fiiggvény, f(0) = f(1) = 0. Igazoljuk, hogy elallithato6 ilyen
alakban:

fl@) = qgsin(krz), yp =?
k=0

3. Igazoljuk egy specidlis esetben, hogy a Laplace egyenlet invaridns a linearis transzformaciora.
Tegyiik fel, hogy Au(z,y) =0, ha (z,y) € Q. Legyen tovabba
T=az, yY=ay, v(T,7) =u(z,y),
ahol a v fiiggveny ET-a Q = {(Z,7) : (z,y) € Q}. Igazoljuk, hogy Av = 0 az 4j koordinatakban
az §) tartomanyban.
4. Legyen u(z,y) megoldasa a Laplace egyenletnek az alabbi tartomanyon, az egységkorben:
Q={(z,y): 2>+ > <1}, 00 ={z>+y*=1}.
Jelolje W a megoldast polarkoordinatadkban felirva:
W (r,0) = u(rcosf,rsinf).
Igazoljuk, hogy a Laplace egyenlet az 1 koordinatdkban igy irhato:
W 1oW 1 9*W
7 T Ry
or r or 12 00
5. Hatéarozzuk meg az uj,(z,y) + uy,(v,y) = 0 Laplace egyenlet megoldasat az Q = (0,1) x (0,1)
tartoméanyon az alabbi peremfeltétellel:
u(0,y) =0, wu(l,y) =0, 0<y<1,
u(z,0) =0, wu(x,1) =sin(rz), 0<z <1

=0.

D9* Igazoljuk tovabbi specidlis esetekben, hogy a Laplace egyenlet invarians a linearis transzformaciora.
Tegytik fel, hogy Au(z,y) =0, ha (z,y) € Q.
o . . . T=r+ty
(a) Tekintsiik az alabbi koordinéta-transzformaciot: <
y=r—-y
-cos(p) +y - sin(ep)

(b) Tekintstink egy ¢ sz6gi forgatast a sikon. Az uj koordinatak: _
- (=sin(p)) +y - cos(e).

Legyen Q = {(Z,7) : (z,y) € Q}, és definialjuk a v : Q — R 1j fiiggvényt:

v(Z,Y) = u(z,y).
Igazoljuk, hogy Av = 0 az 1j koordinatakban az Q tartomanyban mindkét esetben.
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