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- Egy konkrét feladat -
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Izoperimetrikus feladat

Feladat: Hatarozzuk meg, hogy adott keriiletii gorbe &ltal kozrezart teriilet mikor
maximalis. Igazoljuk, hogy ez a gorbe a korvonal.

Megoldas:

1. lépes. Helyezziik el az egyszerii zart gorbét a sikon gy, hogy belsejében tartalmazza
az origdt. A gorbe pontjainak paraméterezése legyen

([L’(t),y(t)), OStSQﬂ',

ahol t jeloli a pontot és origdt Osszekoté egyenes szogét a pozitiv x tengelyhez vi-
szonyitva.

A gorbe ivhossza

L:/wa/a':Q(t)+y2(t)dt.

2. lépes. Igazoljuk, hogy a gorbe altal kozrezart teriilet igy szamolhato:
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Osszuk fel a [0, 27] intervallumot n részre: 0 =ty < t; < -+ < t; < --- < t,, =
2m. Tekintsiik a gorbe altal kozrezart tartomany felosztasat olyan kis tartomanyokra,
melyeket a gorbe {(z(t),y(t)), t; < t < t;1} darabja és az y = t;x, valamint y =
t; 117 félegyenesek és hatarolnak. Egy ilyen kis tartomanyt olyan korcikkel kozelitsiink,
melynek sugara 7(¢;), és kozponti szoge At; = t; 11 — t;.
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Altaldban az r sugaru kor 6 kozponti szogl korcikkének tertilete 57“29, tehat az i-dik
1 ,
korcikk tertilete 57”2 (t;))At;. Igy a tartomany teriiletének az aldbbi kozelitését kapjuk:
i=1

A fenti 0sszeg egy integral kozelité Riemann Osszeg, tehdt n — oo és max; At; — 0
esetén hatarértékben ezt kapjuk:
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lim T, = = r2(t)dt.
n—o0 2 0

Végiil felhaszndlva, hogy r2(t) = 2%(t) + y*(t), a kivdnt (1) osszefiiggést kapjuk.

3. lépes. Irjuk fel a megfeleld varidciészamitasi feladatot. A megengedhetd fiiggvények
halmaza, két fliggvényt kerestink:

C={(z,y)|z,y:1]0,2n] = R, kétszer folyt. diff-hatd, x(0) = z(27), y(0) = y(27) = 0}.

A funkcional, amit maximalizalni szeretnénk:

o) = [ (360 +0) - WE 0 ) ar )

ahol az integral mogott A\ tényezovel szorozva megjelent a korlatozo feltétel is.

A (2) integrélban szereplé fiiggvény:

1
Ft @y, &,9) = 5(2% +y°) = AW+ 2.

nem fiigg kozvetleniil t-tol, ezért optimalis megoldas mentén az FE energiafiiggvény
konstans.

4. lépes. Hatarozzuk meg az ”energiafliggvény”-t:
E(t)=F —(t)F;, — y(t)F;

A parcialis derivaltak:



[gy ezeket visszahelyettesitve:

E = F—y'cFé—yFé:
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Azt kaptuk, hogy az optimalis gorbe mentén
E(t)=c — 22(t) + 2 (t) = c,

tehdt az optimalis gorbe egy kor.



