Analizis III. 12. heti feladatok
2016. december 9.

PDE 3. rész. Laplace egyenlet (folyt). Hovezetés egyenlete.
1. Oldjuk meg a Laplace egyenletet a (0,1) x (0,1) négyzeten az alabbi feltételekkel:
u(0,y) =0 u,(z,0)=0 (derivalt van adva!)

2 (1)

u(l,y) =0 u(z,l) =2 —x
2. Oldjuk meg a Laplace egyenletet az egységkor belsejében az alabbi Dirichlet peremfeltétellel:
u(z,y) = 2y, ha 22 +y* = 1.
A Laplace egyenlet poldrkoordindtdkban : w,+ 5w+ 2w, = 0, ha w(r,0) = u(r cosd,rsin §).

3. Oldjuk meg a hévezetés egyenletét végtelen ridban az alabbi feltételekkel:

/ o . 0 r <0
wy(z,t) = ul, (x,t), (z,t) € R x (0,00), u(z,0) = { et >0
Hogyan terjed a szakadds az iddben ?

4. (Tartalék feladat) Igazoljuk egy speciélis esetben, hogy a Laplace egyenlet invarians a lineéris
transzforméciora. Tegyiik fel, hogy Au(x,y) =0, ha (z,y) € Q. Legyen tovabba

T—ar, F-—ay,  o@7) = ulz,y),

ahol a v fiiggvény ET-a Q = {(Z,9) : (z,y) € Q}. Igazoljuk, hogy Av = 0 az 1j koordina-
tdkban az ) tartoményban.

5. Oldjuk meg a hévezetés egyenletét véges rudban az adott peremfeltételekkel, a valtozok szét-
valasztdsanak modszerét alkalmazva:

up(x,t) = ul, t>0, ze€(0,1)
u(z,0) = 2*—z

ulx(oa t) = 0,

u,(1,t) = 0.

6. Tekintsiik tovabbra is a hévezetés egyenletét véges hosszu radban: w, = kul,, ahol ¢ > 0,

x € (0,1), a peremfeltétel pedig: u(0,t) = u(1,t) = 0. Definialjuk ezen rud 6sszes hGenergiajat
a kovetkezd képpen:

1
T(t) ::/ w?(x,t) dt.
0
[gazoljuk, hogy T (t) id6ben monoton fogyod, azaz
T(tl) > T(tQ) ha t1 < to.



[HF;| Oldjuk meg a hévezetés egyenletét véges rudban az adott peremfeltételekkel:

up(z,t) = ul, t>0, ze(0,1)
B r, x€l0,1/2)
w@0) = { 11—z, z€l[l/2]]
u,(0,t) = 0,
u(l,t) = 0.

D10* (A Laplace-egyenlet invarians a forgatasra) Tth u(z,y) fiiggvény harmonikus az 2 C R? nyilt
tartomanyon. Tekintsiink egy ¢ szogi forgatast a sikon, Az 0j koordinaték:

T=ux-cos(p)+y-sin(p) Y=z (—sin(p))+y-cos(y).

Az 1j koordinata rendszerben a fliggvény U(Z,y) = u(z,y). Igazoljuk, hogy U is harmonikus
Q-n, ahol Q = {(7,7) : (z,y) € Q}.



