Differencialegyenletek megoldasa prébafiiggvény-modszerrel

Ez még nem a végleges vdltozat, utoljdra modositva: 2012. dprilis 9.19:38.

Els6rendii egyenletek

Legyen adott egy els6rendii linearis allandé egyiitthatos differencialegyenlet. Ennek altalanos alakja

ay' +by = Q(a),

ahol a,b € R és Q(z) x-nek valamilyen fliggvénye, amit zavard figguénynek neveziink. Néhany esetben, amikor a
zavaro fuggvény specialis alaka (polinom-, exponencidlis-, szinusz- vagy koszinuszfiiggvény, tovabba ezek Gssze-
ge, kiilonbsége, szorzata, szorzatuk osszege, kiilonbsége), akkor a differencialegyenlet partikularis megoldasa a
Q(z) zavar6 fiiggvényhez hasonl6 szerkezetii lesz. Eppen ezért altalanos alakban prébalkozunk felirni a zavaro
fliggvényhez hasonl6 megoldést, majd az egyenletbe helyettesitve azt, a megfelel§ egytlitthatok meghatarozasaval
megkapjuk az inhomogén rész megoldasat. A kovetkezSkben néhany példan mutatjuk be, hogy bizonyos zavard
fliggvények esetében milyen probafiiggvényt érdemes felirnunk.
Amennyiben a zavar6 fliggvény egy n-edfoku (esetleg hidnyos) polinomfiiggvény, akkor célszeri a

Ko™+ K12 '+ ...+ Koz + Kyz + K

probafiiggvényt felirni, ahol a K; értékek a kiszdmitando (valds) egyiitthatok. Példaul ha egy harmadfoka
polinom a, zavaré fiiggvény, akkor az Ax® + Bx? + Cx + D alkalmas probafiiggvény.

Példa. Adjuk meg az y' — 2y = 4z differencialegyenlet altalanos megoldasat.
El6szor az y' — 2y = 0 homogén egyenlet megoldasat hatirozzuk meg, ami egy szeparabilis egyenlet, a
megoldésa

yh:C'87172dm:C'e2z.

A zavaré fiiggvény egy elséfoku polinom, tehat probafiiggvény-modszerrel a partikularis megoldéast a kovet-
kez6 alakban célszerd keresni:
yp = Ax + B

Ezt, illetve ennek a derivaltjat (y,-t) helyettesitjiik vissza az eredeti inhomogén egyenletbe, majd dsszeha-
sonlitjuk az egyenlet két oldalat, igy informéciot kapunk A-rol és B-rdl.

A—-2(Az+ B) =4z

—2Ax + A —2B = 4x

A fenti egyenlGség pontosan akkor teljesiil, ha —2A4 =4 és A — 2B = 0 teljesiil, tehat A = —-2é B =—1a
megfelel§ valasztas. Ezek alapjan a partikularis megoldés

Yp = —2x — 1,
a differencialegyenlet altalanos megoldasa pedig

y=yn+y,=c-e* —2x—1.

Amennyiben a zavaro fliggvény tartalmazza a sin(az + b) vagy cos(cx + d) alaka fliggvények egyikét (esetleg
mindkettst), akkor a felirt probafliggvénynek tartalmaznia kell az A sin(ax + b) + B cos(cx + d) kifejezést, nem
elég, ha csak a szinusz- vagy a koszinuszfiiggvény van benne.
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Példa. Adjuk meg az 3y’ — 4y = vy cos(3x) + 2 differencidlegyenlet altalanos megoldésat.

A homogén rész megoldasa y;, = c - e?®. Mivel a zavar6 fiiggvényben szerepel a cos(3z) fiiggvény, ezért
a probafiiggvény mindenképpen tartalmazza majd az Asin(3z) + B cos(3z) kifejezést. A zavard fiiggvény
masodik tagja egy konstans (nulladfokd polinom), ezért az alkalmas probafiiggvény az

yp = Asin(3z) + Bcos(3z) + C

lesz. Ezt derivilva, majd az eredeti egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy

2
3Acos(3z) — 3Bsin(3x) — 4 (Asin(3z) + Bcos(3z) + C) = Z5 cos(3x) + 2,



amit a benne szerepld fiiggvények szerint rendezve a

(3A — 4B) cos(3z) + (—4A — 3B) sin(3z) — 4C = % cos(3x) + 2

1 25
egyenletet nyerjiikk. Ez pontosan akkor teljesiil, ha C = 5 valamint 34 — 4B = T és —4A —-3B =0
3
is teljesiil. Ennek az egyenletrendszernek a megoldasa az A = 1 és a B = —1, tehat a differencidlegyenlet

partikularis részének megoldéasa

3 1
U= sin(3x) — cos(3x) — 3

A differencidlegyenlet altalanos megoldasa az elébbiek alapjan

3 1
y=yn+y,=c-e+ 1 sin(3x) — cos(3x) — 7

Elsfordulhat, hogy a differencidlegyenlet homogén részére kapott megoldas ,ugyanolyan”, mint a zavaré fiigg-
vény alapjan felirt probafiiggvény, vagy annak egyik tagja, azaz konstans egyiitthatotol eltekintve megegyeznek
(hanyadosuk allandd). Ebben az esetben beszéliink rezonancidrdl, ilyenkor érdemes az eredeti probafiiggvény
x-szeresét valasztani probafliggvénynek.

Példa. Oldjuk meg az 3’ — 2y = e%® + z differencislegyenletet.

A homogén rész megoldasa y;, = c - e2*. A zavaré fiiggvény alapjan felirt probafiiggvény az
yp = Ae** + Bx + C
lenne, azonban az elsé tag rezonalni fog a homogén rész megoldasaval, ezért annak z-szeresét vesszik:
Yp = Aze*® 4+ Bx + C.
Derivaljuk, majd visszahelyettesitjiik az inhomogén differencialegyenletbe:
Ae®® 4+ 2Aze*® + B —2 (A:ce%c + Bx + C) =% 4.
Az ze?®-es tagok kiejtik egymast.

Ae** —2Bx —2C + B = e** + 1z,

1 1
ahonnan kapjuk, hogy A =1, B = —3 és C = vk Ezek alapjan a differencidlegyenlet éltalanos megoldasa
1 1
— . 2x 20 .
y=c-e” +uxe 2£L' 1

Masodrendi egyenletek

Egy allandé egyiitthatos masodrendd linearis inhomogén differencialegyenlet altalanos alakja
ay” + by’ +cy = Q(x),

ahol most is a,b,c € R és Q(x) a zavaro6 fiiggvény. Ha ez a zavar6 fiiggvény — akdrcsak az els6rendd esetben
— specialis alakid, akkor kereshetjiik a méasodrendd egyenlet megoldasat is probafiiggvény-modszerrel. Ehhez
el6szor is meg kell hataroznunk az egyenlethez rendelt homogén egyenlet &ltalanos megoldésat, majd meg kell
adnunk egy alkalmas partikularis megoldast (ebben lesz segitségiinkre a probafiiggvény).

Homogén egyenletek

A fenti alland6 egyiitthatos masodrendd linearis differencialegyenlet akkor homogén, ha Q(z) = 0. Ebben az
esetben az y = 0 mindenképp megoldas lesz, ezt nevezziik trividlis megoldasnak. A t6bbi megoldas elGallitéasa-
hoz sziikségiink lesz a differencialegyenlet karakterisztikus egyenletére. Ez egy masodfoku egyenlet lambdéaban,
melynek egyiitthatoit a differencidlegyenlet megfelels egyiitthatoi adjak:

aX? 4+ bh+¢=0.

A karakterisztikus egyenlettdl fiiggden a kovetkezs esetek lehetségesek:



1. Az egyenletnek két kiilonbozd valds gyoke van, Ay és Ao. Ekkor az egyenlet altalanos megoldéasa

All‘ )\2I

y=c €' +co-e

lesz.
2. Az egyenletnek egy kétszeres valds gyoke van, \. Ebben az esetben az egyenlet altalanos megoldéasa

y:cl-e’\w—i—cQ-x-e)‘w.

3. Az egyenletnek két komplex gyoke van (egymés konjugaltjai), Ay = a + Bi és Ay = a — [i. Az egyenlet
altalanos megoldasa most is felirhato

y=cp- e(a+,8i)a: +co- e(CY*ﬁ’i)z
alakban, de inkadbb a képzetes egységet nem tartalmazo

y = e (c1 cos(Bx) + cosin(fx))

alakot szokés hasznalni.

Inhomogén egyenletek

Az els6rendii esethez hasonldéan fogunk eljarni, amikor probafiiggvény-modszerrel keressiik egy inhomogén ma-
sodrendii egyenlet megoldasat. Els6ként elgallitjuk az egyenlethez rendelt homogén egyenletet, és megadjuk az
altalanos megoldasat. Ezutan felirunk egy alkalmas probafliggvényt a Q(x) zavaro6 fiiggvény alapjan, visszahe-
lyettesitjiik az inhomogén egyenletbe, és meghatarozzuk a probafiiggvényben szerepld ismeretlen egyiitthatokat.
Az inhomogén egyenlet megoldasa most is a homogén rész megoldasanak és a probafiiggvényre kapott partiku-
laris megoldasnak az Gsszege lesz.

Példa. Add meg az y” + y = 322 egyenlet altalanos megoldasat.
Az egyenlethez rendelt homogén egyenlet karakterisztikus egyenlete
M +1=0,

amelynek két komplex gyoke van, A\ =i =04 1i és Ay = —i = 0 — 1i. A homogén rész megoldasa ezért y, =
= €% (¢ cos(1x) + casin(1z)) = ¢; cos(w) + co sin(x). Mivel most a zavaré fiiggvény egy masodfoki polinom,
ezért a partikularis megoldast célszerd az

yp:Ax2+Bx+C

probafliggvény segitségével meghataroznunk. Vessziik y, els6, majd mésodik derivaltjat, ezeket visszahelyet-
tesitjiik az inhomogén egyenletbe.
2A + Az? + Bz + C = 322,

amibdl rogton kovetkezik, hogy A = 3, B = 0 és C = —6 a probafliggvény megfelels egyiitthatoinak értéke.
Ezek alapjan az egyenlet altaldnos megoldasa

y = c¢; cos(x) + cosin(z) + 3% — 6.

Eddig, ha egy n-edfokid polinom volt a zavaré fiiggvény, akkor probafiiggvényként is egy n-edfokt polinomot
irtunk fel. A kovetkez6 példa azt mutatja, hogy ez nem minden esetben mikodik.

Példa. Add meg az y” + 2y’ = 1222 — 2 egyenlet y(0) = 0 és y(—0.5) = —1 — e kezdeti feltételeket kielégits
megoldésat.

A homogén rész karakterisztikus egyenlete
A 422 =0,

melynek két kiilonbozs valos gyoke van, Ay = 0 és Ay = —2, ezért a homogén megoldas y;, = c1 +cy-e72%. Az
inhomogén egyenlet egy partikularis megoldasat kereshetjiik probafiiggvénnyel, mivel a zavar6 fliggvény egy
masodfoki polinom. Célszertinek ttinhet most is az Az + Bx + C vélasztés, azonban a differencialegyenletet
alaposabban megvizsgalva ez mégsem lesz megfelel6. Az egyenlet ugyanis nem tartalmazza az y tagot, csak
az y' és y” tagokat, tehat ha masodfoki polinomot valasztanank probafiiggvénynek, akkor visszahelyettesités
utédn az egyenlet bal oldalan egy legfeljebb els6foku polinomot kapnank. Ennek az egyiitthatoit viszont nem




tudnank ugy valasztani, hogy az megegyezzen a zavar6 fliggvénnyel, azaz egy masodfokiu polinommal. Ezért
most célszerl egy magasabb fokszami, esetiikben harmadfokt polinommal prébélkozni.

yp = Az® + Bx* + Cz + D,
majd ennek derivaltjait visszahelyettesitjiik az eredeti egyenletbe:
6Ar + 2B+ 2(342° + 2Bx + C) = 122 — 2.
Lathato, hogy A =2, B = —3 és C' = 2 esetén teljesiil az egyenlGség. Az egyenlet altalanos megoldasa
y=c1+co-e 2 4 22° — 322 4 2z

Az inhomogén részre felirt y, partikularis megoldasban szerepelt még egy D konstans is, ennek értékét — mivel
derivalaskor tgyis eltiinik — kedviink szerint valaszthatjuk, legkényelmesebb nullanak valasztani (egyébként
pedig ,beolvad” a c¢; konstansba).

A kezdeti feltételeknek eleget tevs partikularis megoldéast a ¢ és ¢o konstansok alkalmas megvalasztésaval
kapjuk. Az y(0) = 0 feltétel akkor teljesiil, ha

O=c1+c-¢2042.03-3-024+2-0=1c; + ¢o,

azaz
C1 = —Cao.

A masodik feltétel pedig akkor, ha
—l—e=c +cy-e 209 1 92.(—05)° =3 (=0.5)24+2-(—05) =c1 +co-e—2,

az el6bb kapott Osszefiiggés alapjan
—l—e=c —cie—2

l-—e=ci(l—e).
Ezek alapjan a ¢y = 1 és co = —1 konstansokkal felirt
y=1—e"2 4223 — 322 + 2.

partikularis megoldéas kielégiti a megadott differencidlegyenletet és a kezdeti feltételeket is.

Példa. Add meg a 4y” +y = 85(e~% — e2*) egyenlet altalanos megoldasét.

1 1
A homogén rész karakterisztikus egyenletének két komplex gyoke Ay = §Z és Ao = _ii’ tehat a homogén
rész megoldésa yp, = ¢y cos (%) + casin (£).
Az inhomogén egyenlet jobb oldalan all6 zavard fiiggvény két exponencialis fiiggvény Osszege, igy alkalmaz-
hatjuk a probafiiggvény-modszert példaul az

yp = Ae™" 4 Be**.
véalasztassal. A megfelels tagokat az eredeti egyenletbe helyettesitjiik:
4 (Ae™™ +4Be**) + Ae™" 4 Be** =85 (e7" — &*").
A zarojeleket mindkét oldalon felbontva azt kapjuk, hogy
5Ae™" 4+ 17Be*® = 85¢~% — 85e?,

amibdl egyszeriien adodik az A = 17 és B = —b valasztas. Az eredeti differencidlegyenlet altalanos megoldasa
tehat " .
Yy = €1 cos <§> + ¢o sin (5) +17e™" — 5e?,

Példa. Oldd meg az y” +y = (x + 1)e~? differencialegyenletet.

A homogén rész megoldasa yp, = ¢; cos(x)+cq sin(z). Az inhomogén egyenlet jobb oldalan 4ll6 zavaro fiiggvény
egy els6foku polinom és egy exponencialis kifejezés szorzata, tehat felirhato ra egy megfelels probafiiggvény.
Mivel a zarojelet akar fel is bonthatnank — ekkor két tagbol allna a zavard fliggvény — ezért elegendd a



polinom tagjait ellatni az ismeretlen egyiitthatokkal, az exponencialis tagot kiilon nem sziikséges.
Yp = (Az + B)e ",
aminek masodik derivaltjat véve, majd visszahelyettesitve az inhomogén egyenletbe kapjuk, hogy
—2Ae™* +2(Az+ B)e™* = (x + 1)e77,

melyet rendezve a
24277 + (2B —2A)e F =ae " +e7"

1
egyenlethez jutunk. Lathato, hogy az A = 3 és B = 1 valasztas megfelels, tehat a differencidlegyenlet

altalanos megoldasa

1 .
y = ¢1 cos(x) + cosin(z) + (295 + 1> e T

Az els6rend egyenletekhez hasonldéan a masodrendiieknél is el6fordulhat a rezonancia. Most is gy érdemes
eljarni, hogy a zavard fliggvény alapjan felirt probafiiggvény x-szeresét vessziik, ugyanis ebben az esetben az
egyszeres rezonancia megszinik.

Példa. Add meg az y"” + 9y = sin(3z) — cos(3z) differencidlegyenlet altalanos megoldasat.

Mivel a homogén rész karakterisztikus egyenletének két komplex gytke van: A\; o = £3i, ezért a homogén rész
megoldasa yp, = c¢1 cos(3z) + cosin(3z). Ha az inhomogén egyenlet partikularis megoldasat probafiiggvény-
modszerrel keressiik, akkor figyelembe kell venniink, hogy a homogén részre kapott megoldéas hasonlé a zavard
fiiggvényhez, rezonancia lép fel. Eppen ezért probafiiggvénynek célszerd most az x-szel megszorzott

yp = Az cos(3z) + Bz sin(3z)

fliggvényt valasztani, ekkor a rezonancia megsziinik. Ezt és ennek méasodik derivaltjat helyettesitve az inho-
mogén egyenletbe kapjuk, hogy

—6Asin(3z) — 9Ax cos(3x) + 6B cos(3z) — 9Bz sin(3x) + 9 (Azx cos(3z) + Bz sin(3z)) = sin(3z) — cos(3z).
A kies6 tagok elhagyasa utan a
—6Asin(3z) + 6B cos(3x) = sin(3x) — cos(3x)

1 1
egyenlethez jutunk, amibél addédnak az A = ~5 és B = ~5 konstansok. A differencidlegyenlet megoldésa

tehat 1 1
y = ¢1 cos(3x) + casin(3x) — i sin(3z) — g% cos(3x).

Példa. Add meg az y” — 4y’ + 4y = e2* + 4z differenciélegyenlet altalanos megoldasat.

A karakterisztikus egyenletnek a A = 2 kétszeres valos gyoke, igy ahomogén rész megoldasa y;, = cie?® +
+ coze®®. A zavaré fliggvény alapjan probalkozhatnank az

yp = Ae** + Br + C

probafiiggvény felirdsaval, ennek els§ tagja azonban rezonalna a homogén megoldas els tagjaval. Ha z-szel
szorozzuk, akkor pedig
yp = Aze** + Br + C

a homogén megoldas mésodik tagjaval rezonalna, ezért célszerd ismét x-szel szorozni, igy az alkalmas proba-
fliggvény az
yp = Az?e** + Br +C

lesz, melyet derivaltjaival egyiitt visszahelyettesitve a
4ATe* + 8Are®™ + 24e* — 4(2Ax%e*” + 2Axe®® + B) + 4(Ax?e** + Bx + C) = *" + 4z

egyenletet kapjuk. Ezt csoportositva a

24e%* + 4Bx — 4B + 4C = ** + 4z



1
egyenletet nyerjiik, amibdl rogton adodik, hogy az A = 3 B =1 és C = 1 valasztas megfelels, vagyis az
egyenlet altalanos megoldasa

1
y = c16®® 4 coxe® + 51’262‘” +z+1.



